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59. Uber die Begrenung einez besonderen Gebiet (II).

Von Ken-iti KOSEKI.
Mathematise.hes lmtitut der Kaisezliehen Universit zu Kyoto.

(Comm. by S. ILkKg’., ].I.A., Oct. 12, 1945.)

Als Phragmnscher Satz tst es wohl bekannt, dass eine diskontinuierliche

lIenge) nicht die Ebene zethneidet.’ Abet anderseits, daftir, dass ein besch-

fltm und keine inn,re Punkte enthaltendes Kontinuum v die Ebene zerschnei-

det, ist es notwending und hinreichend, dass , als Teilmenge eine gemeinsame

Begrenzung zweier Gebiete enthalt, Hierbei nattirliche steht die Struktur solcher

gemeinsamen Begre zweier Gebiete im Frage Die Ahnlivhkeit solcher

Menge mit einfach geschlossener Jordan-Kurve wuxde yon C. Kuratowski eriir-

Im ersten Paragraphen dieser Note will ich die notwendige und hinreichende

Bedi aufstellen dafiir, dass die gemeinsame Begrenzung zweier Gebtete nicht

, monostratique ’’) ist. Im zweiten Paragraphen dieser Note will ich meine

Untersucungen tiber allseitige Erreichbarkeit fur solcher Begrenzung nachrich-

1
Definition" Ein in einem Gebiete {.verlaufender Streckenzug

0, _+ 1, +__ 2...) heilt .in allgemeiner Querschnitt on

und limsup A4+ gauz zu der Begrenzung von { gehiiren, Wenn limsup

aus nur einem einzigen Punkte besteht, und wenn dasselbe gilt for linsup AI/

dann die allgemeine Querschnitt A,,A+(n--0, +/- 1, 2,...) he.ilt besonders

,in Quersohnitt yon (.

Satz L Sei ( ein beschrttnktes Gebiet und i +(n--0, _--t- 1,...) ein

allgemeiner Querschnitt von (, dann mul die Meng der nicht zu

0, +.T.1,...) gehrenden Hliufungspunkte yon A.A+(n--1, 2,...) etn Kontinuum

sei Dassebe gnt far 4/,(n= , 2 ...)

1) E. Phagmn. U’bet Die Begrezungen Von Continua. Act, Math. 7. (1885).
2) Eine Menge heiest d’mkontinuiedich, wenn lie kein Kontinvim al Teilmen.e

enthlt.
3) Eine Menge (t helmt ein Sehnltt der Ebene, wenn die Komplementrmenge yon a

aleht zueammenlngend ist.
4) C. Kuratowaki. Su la struetuzn dee fronfiSzee eommuaes deux rglons. Fund.

Math. 12. (1918).
5. C. Kumtowaki. a.a.o.
6) K. Koeki. Uber die Begrenzung eines beonderen C,eblete. Pine. 29. (1944).



386 K. KOSEKI. Vol.. 21,

Satz 1I. Se ( ein beschrinkts und einfaoh zu’amznexhiigendes Gvbict
so zeleg ler allgemeine Quorsolmitt q des Gebietes

zwei einfach zusammenhiiende Gebiete { uud (, uad es gilt die Bezietmg

+(+ q.
Satz IlL Sci ( ein bescltrtinktes und einf=eh zusammenhiingendes Gcbiet.

und sei q" dic, Begrenzung von (. Sei.AA-.,+(n-0, --+-_1, +__2...) ein .’fllgemeiner

Querschnit.t yon ( derart, dass flit die beiden Srooke-Folgen {A,,A,,+(n--1, 2,

...)} und {.-4-,+,(n=--l,--2,...)} limsupA,,A., und limsupA,,Ao,+l in

voncinmder verschiedeneu Primenen7) yon { enthalten sincl, so bi]det, die Gesam-

ttei aller Primeaden yon (, die zu einem der beiden, durch den allgemeinen

Q(ersctmitt zL,A,+(n ---0, --+-_1, +/- 2,...) bestimmt.cn, Teilgebiete gehSren, ein

ott’nes I:tervalls) yon Primenden.

Definition" Ein Primende, das nur einfaohe PmkCe enthifl, heisst eirffaches

Primende. Eia Primende, de.s mindestons eimn mehrfatmn tMnkt, enthiilt,
heisst mehrf,,ohes Primende.

Satz IV. Sei r die beschrtinkte uad gemeinsame Bgrenmmg zweier Gebiete

{ trod { und sei das Gebiet ( beschrinkt. Wcnn die zwei voneinander ver-

schiedenen Primenden E, und E.. vom Gebiete ( mindstens einen Punk von

" gcmeinm enthalten, dann mu[ eines yon den beiden durch Ea und Ea. besti-

mmten offenea IntervallCn aus mr mehrfachen Primenden bestehen.
l|ir Beweisftlhrung dieses Satzes habe ich Satz III trod A. Pa)senthalsehen"

Satz benut.

Satz V. Sei " die beschrihflte und gemeinsame Begrenztmg zweier Gebiete

und {, und sei das Gebiet ( bsehrtinkt. Wenn es mehr als abrhlbar viele

einfaohe Primenden yon ( gibe, dann lii]tsich die Begenzung - ia.,Traaohes")zyklisch zerlegen.

Beweis. 1. Schritt" ]Nach C. Carat.ho&lor.v gibt es eiae umkehrbar ein-

deutige und stetigo Abbilnng der PrimCnden des Gebie*es { auf die Puulao einer

Kreisperit)herie k. Es sei R" ein Punkt auf :. / sei ein Ptmkl auf k derart,
&l im Kreisbogen K/g es hSchstem abziihlbar viele Profile gib$, die den ein-

7) C Carath6odory. bor die Begrenzung einfack zusammenhangender Geb|eto. Math.
Ann. 73. (1913).

8) Nach den Untersuchungen yon C. Carath6odory, kann man alle Primenden des
Gebiotea 63 umkehrbar eindoutig und stetig auf alle Punkte einer Kreispoipherio k abbilden.
Dabei sol1 die Gesamtheit allot Primenden, die den Ptmkten eines Kzeiabogen auf k entsp-
rechen, eia Interall der Pfimenden gennant wedon.

9) A. Rosenthal. Tvilung der Ebene dutch irredt)zib!e Kontinua. Sgb. Bay. Ak. Wis.
0919).

10) C. Kuatoweki. a.a.o.
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aohel Primenden entsprechen, wobci im Kreisbogen K’K der Punkt K’ fiir

dcn Punk.t K im positiven Sinne liegt. Nun, da es eine einzige bestimmte obere

Grelze der Menge vom solchen Punkte K gibt, bezeichne ich diese obere Gree

mit K.1’ Zweitens sei Kr ein Pmkt auf k derar, dass im Kreisbogen/K es

hSchsWns abzhlbar vide Predate gibt, die dcn einfachen Primenden entsprehen,
wo[i im Kreisbog’en KK der Punkt Kt fiir den Punkt K im negativen Sinne

liegt. Die uate.re Grenze der Menge vora slchen Punkte Krt bezeiehne ich mit

K._,. Den Kreisbogen K.K-t-Kh Sezeiche ich fortan als das ftm"damentale

Intervall, dem der Punkt K angehSrt.’v Also jedem Punkt auf k entspricht ein

fundamentales Intervall.

2. Schritt: A und B seien zwei Punk auf/, uud A,A und B.,,B seien

die fundamentalen Intervalle, jedem yon denen jeder yon beiden Punkten A und

B angelSr. Dann misen AA und BB miteinander identisch oder zueinan-

der punkfremd sein.

3. Schritt: Von nun an bezeichne ich die Menge der Primenden yon (,
die eim fundameatalen Intervalle des Kreises k entsprechen, als ftmdamentales

Intervall der Primenden yon (. l sei eia hmdameatales Intervall der Primenden

und 1 sei irgendein Primende yon l. r sei die enge der in E enthaltenen

Puakt uud v i die Vereinigng aller Mengen m, dann muss vein KontiDm

4. Schritt" Zwei fundamentale Intervalle der Primenden, die den vonei-

nander verschiedenen fuadameatalen Iatervallen des Kreises k etsprechen.

kSnnen keim Puakte gemeinsam e]thalten.

5. Schritt: Seien A uad B zwei Punkte der Kreisperipherie k, und seien

A und B in den voneinander vcrschiendenen fundamentalen Intervallen a und b
yon/,z enthalten. Seien und die beiden durch zvei Punkte A und B bestim-

mten Intervalle von k. Dabc,i nehmc ich an, dass auf 1 ein Punkt vor dem

Puktc A at nach dem Punkte B im positiven Siane liuft.

Wr ffihren nun folgcnde Relation zwischen den Punkten von ein: Seien P

und Q zwei Punkte von uud der Teilbogen P4 yon AB sei in dem Teilbogen

QA yon AB enthalten, dam stge] wir: P steht vor Q, Q steht nach P, u,d

schreiben wir

P..Q, Q.P
Ebeffflls fiihren wir folgcde P,lation zwisben den fuadamentale- Inter-

ll) K mag mit/" iiboeeinstimmen.

12) KK-kKK mag mit K iibereinsfimmen.
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vallen ein, die in l enthalten sind: Seien m und zwei fmenen Ia,r-

aff und eint von ] vor eem t von .m, nn sen wir: "m

ht vor m’, m’ ht nh m, d shrein wir

YundenesIa a hi ’or den len fibrin fuuenlen Ir-
raven und b ht nach den fibrin.

Die ehist lrativ, h., wenn fdenes In’/funda-
menemIne qn, wt’tmentem Inalle n, t

AI bfldet die Mee der funmenen Inrve in 1 a und b eigch-

losn eine gre Merge. a ist ers Element und b t d let

Element. Die Mee ichne ich t G.
6 Schfifi" In der im obigen gebfldeWn grdneWn Mege wenn l und

zwei verscene funmene Inrvalle d trod lt i, mbt ein

ftmmen Inrv n dera, dlnis

7. Schri: Wir definiemn in fiblieher Vei Ms Schnitt in G eiae EiD-

ilung smflier funtmenler Inrve von G in ei ch lren Klein,

einc Orkl und eie UnWrklm, wi nmene Inrvall de

Unrld vor em fundenenInall der Or li enn ein

Schni in G gegen i, bt entwer in der Unrklm ein lee
in der Or14 ein ems Element.

8. Schri: Es gibt eine aeselflone Mee l, l, ...yon G, m
mvisohon zwei fundamcnen Inlen yon G nd ein mrer

Iuanenrve 1,, lie
9. $chri: Wir hren ntu re Me, G den Gmff ein duroh

folndo finition:

i {l} ehe Foe yon fundamenen In-flleu in G uad m ein ftmda-

mcnIn in G, dam schrein wit

lira l m

und en wit, Fore {/} koveiere gen , wenn ffir fmdamcnle

IDrv n vor gilt:

sht vor l ffir ft e u.

und fur fundamentle InWrv p nach lt"

l steht vor ffir f le u

Alsdann, nach den Schritn 6, 7 und 8, kann man kehrr eindeut uad

stetig le Elemen voJ G acader Streoke 0tl abbildon.

In ga aoger Wei kann n umkehrr eindeug trod st. le
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fundamentale Intervalle, die in enthalten sind, fundamentale Intervalle a

und b eingeschlossen= auf die Punkte der Strecke 0<:-<::1 abbilden.

Folglich schliesslich kann mm umkehrbar eindeutig und stetig alle funda-

mentale Intervalle yon k auf die Punkte einer Kreisperipherie abbilden,

Da die Menge aller fundamentalen Intervalle tier Prhnenaen yon { der

Menge aller fundamentalen Intervalle yon k umkehrbar eindeutig entsprechand

ist, kann man umkehrbar eindeutig und stetg aue fundamentale Intervalle der

Primenden yon { auf die Punkte einer Kreisperipherie abbildem

10. Schritt: Wie in dem 9 Schritte gezaigt worden ist kann man umke-
hrbar endetig und stetig alle funclamentalen Inervallo dot Primenden yon {
auf die Punk einer Kresperipherie/ abbilden. Nun bezeichne ich einen Punkt
yon/,; mit und das dem Punk z. entsprechonde fundamentale Interval] der
Primenden mit t.. Dann aus der Bezmhung lim z,.--o folgt die Beehung

limsup t<:t folffa .lso ltisst . sich in ,,Tranches" zyklisch zerlegen.

Die Umkehrung des Saes V auch gilt.

at VI. Sei -die beschrinkte und gemeinsame Begrenzung zweier Gebiete

( und (, und sei das Gebiet ( beschrinkt. Wenn z sich in ,Tranches"
zyklisch zerlegen lst dann gibt es in der l[enge der Primenden von ( mehr als
abzliblbar xdele einfaohe Prmendem

Beweia Nach Voraumetzung lisst sich - zezlegen, so dass v--2t is

Dabei bedeutet t ein ,,Tranche," und Suihx z durchschreitet eine Kreislri.
pherie , und aus der Beziehung lim x--o folgt die Beziehung limsup ==0

1. Schritt: Ein Intervall der ,,Tranehes" 2t bildet ein lontinuum.

Ein HRufungskontinuum) in v ist nut in einem ,,Tmnche’2. Schritt:

enthalten.
3. Schritt: Alle Punkte, die in demselben Primende enthalten sind,

mtissen nur in einem ,,Tranche" enthalten sein.

4. Schrit: t sei ein ,,Tranche," das die im mehrfachen Pnmende J.
enthaltenen Puukte enthilt. Dam enthiilt/’ mindes.ns einen mehffachen Punkt

1. Da P ein mehffacher Punkt is% ist der Punkt P in einem yon J verschie-

denen Primende E enthalten.

Aus Satze IV folgt ohne weiteres, dass eines yon der beiden durch Em und

J bestimmten offenen Intervallen von Primenden nur die Punkte entht, die.in

,,Tranche" t= enthalton sind. Daher, wenn ein ,,Tranche" t die im mehffachen

13) Eia Teilkontinuum rt yon 7" heisst H/ufungskontinuum in % enn *’-rx in r
dicht ist.

14) C. Kuratowaki. a.a.o.
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Primende enthal?men Punkte eliOhtilt, dram mu t., le lulke etLhalten, dk, ill

einem abgesohlossenen [nCer-alle der Pr]menden ent.llten sind.

Nun abet, da es h’Sekstens abhlbe2 viele zueinander plmktfremdo lnterwlh;

der Primenden gibt, ausser hSehstens abzihlbar viele ,,Tranche.s" enthalten kelne

,,Traaches" die in einem mehrfachen Primende enthaltenen Punke. D.hcr

gibt es mehr als abhlbar viele einfache Primenden von (, wie [:e?nauptet.

Satz VII. Sei r die beschrilkte und gemeinsame Begremung zwier Gebiet

und (, und sei das Gebiet ( beschr’,inkt. Dann, daftir, da cin ,,Trauche"
ein ,,Tranebe fondamentalo" ist, ist es n,otweng mad lfinreichend, dass es hoch-

sts abzithlbar viele einfache Primende von ( gibt, in welchen enthaltene Ptlnkt,

aueh in t enthalten sind.

Aim Sgtzen.V und VI folg der folgende Hauptsatz.

8atz VIII. Sei r die beschriinkte und gemeinsame Begrenzung zweier Gbiete

mid (, uad das Gebiet ( beschr’ankt. Daftir, dosa r nicht.,,monostraique"

ist, ist es notwendig und hinreichend, dass es mehr als azihlbar viele einfache

Prilnenden voa gibL

2

Satz IX. Sei r die beschrii.nkte und gemeiame Begrenzung zweier Gebie

( mid (. Wenu r sie.h in ,,Tranches" zy-k/isch zerlegen l’st, dann gibt es

hSchstens ahzihlbar viele ,.Tranches", die mehr aL eirmn Punkt enthalten, der yon

( airs erreiolbar ist. Dasselbe gilt ftir

Satz X. Soi " die beschrhll.-e und gemeinsame Begrezung zweier Gebiet.

( und . Lisst .r sich in ,,Tranches" zyldisch zerlegen dcrart, dass r----vt ist,

dann, wenn ein ,,Trmche" t nur einen eiigen yon ( aus errcichbaren Punkt P

enthilt, ist der Punkt P allseitig erreichbar yon ( aus. Dsselbe gilt ftir (.

Beweis. Sei q ein beliebigcr Quersclmitt yon (, der zwei Punkte A und B

yon q" verb’mdet. Dlrch q wird das Gebie.t ( in zwei Teilgebieten ( und (..

zerlegt. Hierbei unterseheide ieh zwei Fiille.

1. Fall: Weder A noch B ist mit P identisch. In diesem Falle, wem

ich dm A enthalteude ,Tranche" mit t, mad das B enthaltende ,,Tranche" mit

to bezeictule, so nmh V)raussemg, ist woder t.. noch ta mitt. identisch.

Nun hat cines von bei(len ( und (, etwa (, als Begrenzung de Quersch-

nitt q lind eine Teilmenge des Kontiimun’ 27t.o und d andere ( hat
bxa

Bogrenzung den Querschnitt q lind hm Teilmenge des Konhmums t.

Nun sei geset.zt, dam b<p<a ist, dram mttss der Punkt P in der Begren-

zung yon { und nicht in der Begrenzmg von (. enthaltan sein. Da der Plulkt
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/) erreiehbar von aus ist, ist der Punl/) erreiehbar yon l aus.

2. Fall: Entweder A oder B, etwa A, ist mit P identisch.. In diesem

Falle ist P der gemeinsame Grenzpunkt zweier Gebiete ( und {.. Der Punkt P
ist erreichbar sowohl yon ( aus als yon (., arts. Aus Stzen IX und X folgt

ohne weiteres

Satz XI. Sei " die beschrnkte und gomeinsame Begrenzung zweier Cbiete

{ und (r. IAsst " sich in ,Tranches" zyklisch zerlegen, dann, welm es mehr

abz/ilflbar viele ,,Tranches" gibt, welcho die yon ( aus erreichbaren Punke

enthalten, so gibt es in " mehr als abT-Alflbar viele Puukte, die yon ( aus allitig

erreichbar shd.


