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Sur la d[ormation infinittmale mngentielle
d’un sons eslmce.*
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Imt|tut Math(matiqu, Universit6 Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, t..A., Ma 12, 1945.)

Dans les deux Notes prcdentes, nous nous sommes occults de la thori

des dformations infinitsimales. Dans la premiere, nous avons discut la d-

formation infinitsimale d’un espace lui-mme connexion affine gnrale avec

torsion et donn une mthode pour interpr6ter g6omtriquement des lsultats con-

nus jusqu’ pr6sent.

Dans la deuxime, nous avons coidr la dformation irdinitsimale d’un

sous-espace plong dans un espace affine, le sous-espace peuvant tre regards

oomme un espace connexion afIine sans torsion, et nous avons montr que, si

l’on considre, en particulier, une dSformation infinitsimale tangeutielle du sous-

espace en lui-mme, on peut, le sous-espace tant lui-mme un espace con-

nexion afllne, retrouver les formtfles sur la dformation infinitsimale d,un espace

connexion affine sans torsion.

Nous alions, dans la pr6sente Note, gnSraliser les ltats, obtenus dans la

deuxime Note cite ci-dessus, potlr un sous-espace plong4 dans 1111 espace con-

nexion afhne g4n4rale avec torsion.

i. L dformation in]initsi’male d’un sous-e,sace, plong dans un

espace cannexion ane, g’nSrale avec torsion.3

Corsidrons tm espaoe A n dimensions connexion afIine g4n4rale avec

orsion et d&ignons par F et par S. les oomposantes de la connexion aftine et

du tenseur de torsion respectivement. Prenons, dans cet espace, un sous-espace

A= atx equations

*) La d6pense do cette recherche rut r6g[6e par le frais du Minis:re de l’Instruclion
Publique pour les reeherches scientifiques.
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(1.1) ’=:()’),
et oonsidrons la dformation infinitimale

(1.2) --a+()dt
off x est un champ de vecteur d$fini sur chue point de A et dt une quaatit

inflnifsimale dont nous ne tiendrons compte que du premier ordre.

Alors, les valeurs varies Bx des composantes des facteurs de projection

B =d/dz sont donn par

(1.3) B?=B} + $,dt
D’autre part, si l’on transporte es vecteurs B en z" parallelment, d’aprs

]a connexion aine de ]’espace ambiant, du point z jusqu’au point x, on aura les

vecteurs

en rx donc en posant

(i.)
on trouve

(1.5)
o nous avons pos6

(1,6) .-$*;+...
Si l’on crit le vecteur-de dformation $r sou la forme

nous avons, de (1.6),
O.7) $. B;-(’,-L:$) +.$+B($%+/;’) +8.%$%

grace aux relations

(1.8) B; Hj H}’B et B= B]xL,
o no avo

(L9) ’.,=BZ%; ,=B
B;x &tn-vliirement indendents et udohoux A.

Or no
(1.10) B; ;dt: [B;*+B*]dt

Morn, la vaation de . ut 6tre obnue en app!iqt l’ora
aax uatio de dfition B;X.: B;,:0:

(1.11) Z= [B,+Bf,]dt,
oB no avom

1) Les indices a, b, g, i, j, k,. prennent respective- i, 2,. ,
ment les valeurs

.t-bf, .tA, B,C, P,Q,R,.

2) La virgule dsigne la d6rive parfielle et le point-virgule d6riv6e covariante.

3) Nous ne r6pterons pas la lettre B.



No. 5.] Sur ]a d6formation infinitimale tangentielle d’un soua-pace. 263

(1.) -B..-’+k +(. L.,).’
De mme la variation AB.x de B.x peu re obenue en appliquang A aux

&1nations de dilniCion B;xB.----O et BXB:
(1.1a) .*=

ou

(1,14.) 5.., .., a Sq ayan 1 scaiomal (1.9).
Cela 4tanS, 1 comntvaBx Bx x e Yx de B;x, B;x, Bx

e. BY 4 rtivemen donnr
() B) B; +

(1.1)
() B;=B; B’’
() B.x:.+ . B..+BYxJdt

FB.gdt--(iv) BY:Bfx+ B.x.+(5Jdt
noom cer1ms de la exion ane dui vie.

Nous vo

=(B;B;P()+B).D"
donc en efft lec on Srouve

(la) Pi, .X.,+ +
off nous avons

F 4t 1comn de la exion ane indite r le-eoi.
.De ] uahon (1.16) on trouve, apr spl%

(1.18) = " * -’ a

,
’uion (I.i) u 6r i obnue en appliquan l’omur .
.=e n remau qu

Cla,oola variationFdcompn d la nnexion

ane indui sur l’e u@onorl ,- dern par n-m vum.
On a

.ABBP()+
donc, en tituant (1.1) () et (iv) dm cette tion, ,n trouve

(1.19) FBP fr- ,, . e

off no avom

(1.) "-

Pk llt 1mn de la coexion ate induite sur 1’ udor-
thogo originM.
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Or, pour trouver les variations des tenseurs d’Euler-Sehouten H;, et

nous utiliserons la formule

(1.20) ’" *

qfi sera facilement d6montre pa un calcul direct, T’.Se 4rant un tenseur g4n4ral

mixte.

En appliquant la formule (1.20) au factcur de projection Bx et en remar-

quant que .,B $.)dt, on trouve

(1.21) "’*--

d’ofi, en y substimant (1.16),
(1.23) JHii=’Ber’
En appliquant de mme la formule (1.20) au facteur de projection Bx, on

trouve

(1.va) "
Cela pos nous arlons passer au calcul des variations des tenseurs de courbure

Rz. de A, et a, AR. de

En substimant d’abord ---/’+ d/’-, dans

on trouve

dRa d&ignant R--R...
En.substituan (1.16) dns (1,24), on a, aprs un ealeul assez long,

B.$.,BT, R.dt(1.25) JR:.,, ( x u, Bx a,_

+ (aH.")L..’ + H."(aL..’ ) "’" H"’
Cet uation ut tre aui obtenue en appfiqut l’oraur A l’ua-

tion de Gaum

En appliqut aui l’oraur A h l’uation de Ricci

on trouve

A e aZ. 4nt obCem de 1.10), (1.13), (1.22) et

2. dfti iufiniti.le ngentlle d’un ssce.
No om, lep aphe, idr une

imale di ntielle d’un -pae% i, une d4formafion infinisimale
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d’un souespaee dflnie par les &luations de la forme

(2.1) --x +B2.dt,
tant des fonctions des paramtres x.

Chaque point du s(ms-espace 4rant, d’aprs (2.1), dplac4 un point assi

sur le sous-espace, le sbus-espace lui-mme ne change pas. Mais, les &luations
(2.1) peuvent tre aussi crites

(2.2) (x)--x(x) + dx -dt ---x(x + dt)

Done, on peut regarder cette d4formation in/(hit,s(male tmgentielle comme

une d4formation infim’timale

(-2.a) x’-> x’ + ’dt

du sous-espace en lui-mme.

Par consOtuent, en Slcialisant les ruultats obtenus dans le paragraphe pre-
cedent, on peut retrouver les rsultats connus pour la d4formation inflnitsimale

de l’espace lui-mSme et quelques interpr4tation gom4tiques des d$rivOs de Lie

des grandeurs du sous-espace, regard eomme un espaee gn$ial connexion affine

avec torsion.

Or, en posant

(
et par consequent ’--0 dans(1.7), on obtient_

H;}$’,
d’ofi

$.-- B, $.+Hi’x$(2.5)
grace aux &luations

off, par d4finition,

La variation ABj-- $.dt de Bx 4rant ainsi d&ermine, on peut trouver la

varmtion Av d’un vecteur contrevariant v du sous,espace de la manire suivante-

Soit v un vecteur contrevariant arbitraire du sous-espace.

Alors, B;)’v reprsente un vecteur contrevariant de l’espae arab(ant qui est

tangent au sous-espace. Cela 4tant appliquons l’olrateur A ce vecteur de l’es-

pace ambiant:

(2.6) A(B;%’)=(AB*)+B;*(Av’)
Or, en rappelant que l’olrateur A appliqu$ une grandeur de A,, signitle la

dSrive covariante dans la direction $----/’, on a, d’une part,
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et d’autre part, de (2.6),
,(B;,,’) [B;+HTJCdt+B;(),

donc, en mrant deux tio, on tmuve

(2.7)
On voit Nnsi que,d le de la dfoon nie ntiee,

l’omur A appqu$ v ntmvaNant dumno doe la

dHv de Lie de vur.
En apqt le mSme prOS au vurB pudoNhonM, on trouve

(.s) ’.e,
Donc, en suituant (2.8) rexpremion de B, on obtient

(2.10) ABe= [B;Le$ +Bk*]
et entre arbitre. L’tion (2.9) no done la viation ff vec-

urntmvntde-da le de g dSfortlon infinitive entiee.
gt i d$rn, suituons (2.8) (1.11), ors, on

obtiendra

(2.11)
En pret vte variant e duceet en appqnt le mSme

pr que le prent , on trouve

Par uent, on voit que l’omteur A appliqu4 vteur vadant du

a-ce doeai la d4rivSe de e de ce vecur.
En, obnir la vacation AB de B, $=0 ds (1.14) et

mituons le rmt obtenu (1.13), om on obtiendra

VB.,., +,*]d.

En appquant le mme pro4 que le pr&ent Bv, on trouve

qui donne la variation d’ vteur covariant arbitraire de

Pour obtenir la variation AI’} de F} dans le c de la d4fortion infini-

ile Nentiee, mituons (2.5), =B; et (1.11) dans (1.16), alom

on obtien

grace aux &luations de Gauss pour le sous-espace, ce qui nous montre que l’olra-
teur A appliqu /’. notes donne la drive de Lie .de i, dans la direction de $.

La variation zlS.$, du tenseur de torsion S.--I--I, peut se calculer

facilement en partant de (1.15)
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(.2.16) S.-- [.k;--Sk+ .,.S..dt
Donc, JS. t la d$v de Me de S[,. forme {2.16}u s’obtenir

ai de (1.18) en ntmp de (g.5) et de (.11).
Pout obnir JF, reuod’a,

suite

.5=...k
En substituant es deux &luations dans (1.19) on trouve

ce l’tion de Rii ur le so-ce.
Or, ur trouver la variation

du d’Eer-Schoun H}x, mituons (2.5), $’=BI’, et (2.15) dam

tte tion, Morn on obtiendra

(2.1s) aHii* rH-. , H..*
De mme, ar la vacation Lx on obtient

s tio (2.18) et (.19) uvent gobr ai de la

svan-
CoidSrons un vteur ntmvarit H*u de , u et d $t deux

vum ntrevadan ut ft arbimir de

L’orateur appfiqu$ unede de , sibilant dSrive covarianto

le long du -ce, on a, d’une,
l’orateur appliqu une grandeur de d&it d$v& de Lie, on a,
d’autm,

(H;’-u) ( H)u+H(
+HXu(;$--$)dt,

d’ofi, enmt ces deux untio, on retrove (2.18). en t le mme
ur ZLx

otions (.18) et (2.19) no rent une loi de Fopration a
pfiqu$ teur mixte td que H* dam le

le tanntielle. s variatio B;x etx de B;x et B, uvent tre ai
obnues rctivement d’apr cet loi.

Cela nt, not ao lcer 1 vaation d tenure de bum dam

le c de la diormation finisie nntiee.
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Pour ela, substituons (2.15) dans (1.24). On aura

L’uation (2.20) ut ai s’obnir de (1.25) en nant mp de (2.5},
(2.11), (2.18) et (2.19).

Enn, ur trouver la variation du recur de urbure de -’, mtlituons

(2.17) dans

(),,-()+()s.
Alors, on obtiendra

Cette uation ut ai s’obtenir de (1.26) en nant comptedOuatio
(.), (U:l) t

AH)e= [H;-Itqe+He$? +(2.22)
.kP-- L,kP;h% T .P .kP%,a T .aP%,k

les deux dernir llt les conuenc imm&lia de (2.10), (2.13), (2.18)
a (2.19).


