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41. Sur la déformation infinitésimale tangentielle
d’un sous espace.*’

Par Kentaro YANO.

Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.L.A., May 12, 1945.)

Dans les deux Notes précédentes, nous nous sommes occupés de la théori>
des déformations infinitésimales. Dans la premiére”, nous avons discuté la dé-
formation infinitésimale d’un espace lui-méme 4 connexion affine générale avec
torsion et donné une méthode pour interpréter géométriquement des résultats con-
nus jusqu’a présent.

Dans la deuxiéme, nous avons considéré la déformation infinitésimale d'un
gous-espace plongé dams un espace affine, le sous-espace peuvant étre regardé
comme un espace & connexion affine sans torsion, et nous avons montré que, si
P’on considére, en particulier, une déformation infinitésimale tangentielle du sous-
espace en lui-méme, on peut, le sous-espace étant lui-méme un espace i con-
nexion affine, retrouver les formules sur la déformation infinitésimale d’un espace
4 connexion affine sans torsion.

Nous allons, dans la présente Note, généraliser les résultats, obtenus dans la
deuxidéme Note citée ci-dessus, pour un sous-espace plongé dans un espace a con-
nexion affine générale avec torsion.

§1. La déformation infinitésimale d’'un sous-espace plongé dans un
espace @ connexion affine générale avec torsion.”

Considérons un espace 4, 4 n dimensions 4 connexion affine générale avec
torsion et désignons par I, et par S),, les composantes de la connexion affine et
du tenseur de torsion respectivement. Prenons, dans cet espace, un sous-espace
A,, aux equations

*) La dépense de cette recherche fut réglée par le frais du Ministere de I’Instruction
Publique pour les recherches scientifiques.
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(1.1 2 =z"(2*)",
et considérons la déformation infinitésimale
(1.2) 2=z +E(2*)dt,

oli £* est un champ de vecteur défini sur chaque point de 4,, et df une quantité
infinitésimale dont nous ne tiendrons compte que du premier ordre.

Alors, les valeurs variées B;* des composantes des facteurs de projection
B =0dx"/dx’ sont données par

(1.3) By=B+8& dt” .

D’autre part, si Pon transporte lfes vecteurs B;* en z* paralleldment, d’aprés
la connexion affine de I'espace ambiant, du point 2* jusqu’au point Z*, on aura les
vecteurs

B=By—I'\,B}&dt
en z*, dong, en posant

(1.4) 4B} =B} — B3,
on trouve

1.5) 4B} =8t
Ou nous avons pose

(1.6) &=8";+S\.B*€ .

Si Pon écrit le vecteur de déformation & sous la forme
£ =B+ BRer,
nous avons, de (1.6),
an 8= BA(& ;— LipE7) + 8258t + B2(E%;+ HiTE) + 84667,
grice aux relations

(1.8) w=Hi?=H;"B? et Biw=—B}Lis,
OU Nous avons posé
1.9 Su=BjSL> et Shr=BiS.,
B3 &tant n—m vecteurs lindairement indepéndents et pseudorthogonaux a A4...
Or, nous posons
(1.10) ABA=Cdt=[BM 3+ BJCF1de.

Alors, 1a variation 4B%, de B, peut étre obtenue en appliquant I'opérateur
4 aux équations de définition Bj*Bt, =8} et B# BL=0:
(111) 4B, = —[B)&;+ BhSrlde

oll nous avons posé

By By Toooos dy Uy Vs e aay 1, 2,...,mn,

1) Les indiees{a, By € vuiss Gy Bosenns Pw:‘:f:t“lm;:' ,2...,m,
AB,C,..., P,QR,...,

2) La virgule désigne la dérivée partielle et le point-virgule dérivée covariante.

3) Nous ne répéterons pas la lettre B.

m-l-l.,...,h.
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(1.12) &, =BLEN=6%+ 85uf* + (Shp— Li;p)EF
De méme, la variation 4B7%, de BY, peut étre obtenue en appliquant 4 aux
équations de définition Bj*B5=0 et BB, =485 :

(1.13) 4Bl = —[BLET+ BACS )de
ot
(114) €55=BH&5=E%;+ 8L+ Hi°€*,

8, S4p, S5 et ST ayant les significations analogues 4 (1.9).
Cela étant, les composantes variées Bi*, By, B, et BY, de B, B#, B,
et- BY, étant respectivement données par
()  BP=Bj+&d,
(i) BZ=BR—-IBpedi+(Pde,
(iii) Bh=B4+I%,BlLE"dt— B+ BhCElde,
(iv) BR=BA+TI4BrEdt— [ BLES;+ BACE1dt,
nous allons calculer les composantes 1'% de la connexion affine induite variée.

(1.15)

Nous avons
Ty=Bo(BFBeTh(®) + B
donge, en effectuant le calcul, on trouve
(1.16) A= BL(&l+ B R,E¥)dt + H3(4B) ,
oll nous avons posé
.17) Al =T%—T%,
I, étant les composantes de la connexion affine induite sur le sous-espace original.
De I'équation (1.16), on trouve, aprés un ealcul simple,
(118)  4S%=(dB%)BiiS,.+ BB S dt + BiESh, dt
+ BYiSviné dle
T’équation (1.18) peut étre aussi obtenue en appliquant I'opérateur J & Sij
= B¥8%, et en remarquant qué
4B} =8%dt et 4AS8%,=8),,.5vdt.
Cela étant, calculons la variation 4I'g; des composantes I'g; de la connexion

n—m

affine induite sur I’espace pseudonormal déterminé par n—m vecteurs B3
On a
Ig=B5(B¢Be (%) + B3y,

done, en substituant (1.15) (ii) et (iv) dans cette équation, on trouve

(1.19) ar 5k= [B?}(C.Q):Ic + B$£R§.m5“') +& 5wa] dt ’
ol nous avons posé
(1.20) Ars=r5—T%.,

o 6tant les composantes de la connexion affine induite sur l'espace pseudor-

thogonal original.
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Or, pour trouver les variations des tenseurs d’Euler-Schouten Hj} et L,
nous utiliserons la formule
(1.20)  A(T%0.0) — (AT %)= T2k Ror BYE")dt — Toig ATs) — T AT)
qui sera facilement démontrée par un calcul direct, 7%, étant un tenseur général
mixte,
En appliquant la formule (1.20) au facteur de projection Bi* et en remar-
quant que 4B;=£&%dt, on trouve
(1.21) AHR = (&5 + Ry, BRE)dt— BN (4l5) ,
d’oli, en y substituant (1.16),
(1.23) 4H;?=B2Bi(E+ Rin.BYE")di— BIH32(4BY) .
En appliquant de méme la formule (1.20) au facteur de projection B, , on
trouve
(1.23) ALY, = B4(ATs) — Biu Ry Bi€ dt + (4 BS )i
Cela posé, nous allons passer au calcul des variations des tenseurs de courbure
Ry de A, et Ry, de A7
En substituant d’abord I7.= I+ 4™, dans
R‘-.ju = Ek,» - [—'j'»,k + T30, —I—'—;hf"ak ,
on trouve
(1.24) R =(A5):— (A5 )+ (AT5)8%
AR}, désignant Ry, — Rig.
En-substituant (1.16) dans (1,24), on a, aprés un calcul assez long,
(1.25) 4Ri;,=(4BL)Biy Ry, + BBy RY\udt+ BYE 0By R, .dt
+ BYEs R, dt + Bty RhyvesaEdt
+(4H) Lo+ HiX(ALin) —(4H 5 Lip — H (4L
Cette équation peut étre aussi obtenue en appliquant I'opérateur 4 4 I'équa-
tion de Gauss
Rin=B¥is R\ o+ H3l Ly — Hj Ly,
En appliquant aussi Popérateur 4 4 ’équation de Ricei
=B R, + H 3P Lig— H  Lisg
on trouve
(1.26) AR%=(4B5)B4 R+ BECE BS R vodt + B E%Bi* R, dt
+ BIgEs R v + Bigin Ry o£°dt
+(AH ;P LYo+ HuF(AL%e) — (AH 5P) Lig— Hi (L),
AH3E et ALY étant obtenus de (1.10), (1.13), (1.22) et (1.23).
§2. La déformation infinitésimale tangentielle d’un sous-espace.
Nous allons, dans le présent paragraphe, considérer une déformation infini-
tésimale dite tangentielle d’un sous-espace, soit, une déformation infinitésimale
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d’un sous-espaee définie par les équations de la forme
(2.1) =2+ Bt'dt,
& étant des fonctions des paramstres z°.
Chagque point du sous-espace étant, d’aprés (2.1), déplacé i un point aussi
sur le sous-espace, le sbus-espace lui-méme ne change pas. Mais, les équations
(2.1) peuvent étre aussi écrites

(2.2) P(a) =2 (2" + %G‘dtzx"(x‘+€‘dt) .

Done, on peut regarder cette déformation infinitésimale tangentielle comme

une déformation infinitésimale
2.3) 2> 2 + &dt
du sous-espace en lui-méme.

Par conséquent, en spécialisant les résultats obtenus dans le paragraphe pré-
cédent, on peut retrouver les résultats connus pour la déformation infinitésimale
de Vespace lui-méme et quelques interprétation géométriques des dérivées de Lie
des grandeurs du sous-espace, regardé comme un espace général a connexion affine
avec torsion.

Or, en posant

(24) =B},
et par conséquent £¥=0 dans (1.7), on obtient
E4=B?&;+ Syt + H ¢,
d’oli
(2.5) &,=B¢,+ He",
grice aux équations
H3 — Hi} =8~ B8 ,
oli, par définition,
£="8%+ St

La variation 4B;*=§&dt de B;* étant ainsi déterminée, on peut trouver la
variation 4v* d'un vecteur contrevariant v* du sous-espace de la maniére suivante:
Soit v* un vecteur contrevariant arbitraire du sous-espace.

Alors, B représente un vecteur contrevariant de ’espace ambiant qui est
tangent au sous-espace. Cela étant, appliquons I'opérateur 4 a ce vecteur de I'es-
pace ambiant:

(2.6) A( B )=(4B '+ B(4v*) .

Or, en rappelant que Popérateur 4 appliqué 4 une grandeur de A, signifie la

dérivée covariante dans la direction & = B;*¢* , on a, d’une part,
A(BM)=(BM'),fdt=[ H7' + B £]dt ,
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et d’autre part, de (2.6),
A(BM)=[B&;+ H 36 ]vdt + B} 4),
done, en comparant ces deux équations, on trouve
2.7 =[085 — & | dt
On voit ainsi que, dans le cas de la déformation infinitésimale tangentielle,
Popérateur 4 appliqué 4 un vecteur contrevariant du sous-espace nous donne la
dérivée de Lie de ce veteur.

En apliquant le méme procédé au vecteur Bi2v" pseudorthogonal, on trouve

(2.8) Cp=—L;s&,
et-
(2.9) dof =[";87 L] dt .
Dong, en substituant (2.8) dans V'expression de 4B3, on obtient
(2.10) AB2=[ BTl + BCSde

¢y étant encore arbitraire. L’équation (2.9) nous donre la variation d’un vee-
teur contrevariant de 45" dans le cas de la déformation infinitesimale tangentielle.
Les {7 étant ainsi détermines, substituons (2.8) dans (1.11), alors, on
obtiendra
(2.11) 4B =| —Bh&4G+ L8 de .
En prenant un vecteur covariant v; du sous-espace et en appliquant le méme
procédé que le précédent 8 Biv;, on trouve
(2.12) o= | 05,56 + Elw;]dt.
Par conséquent, on voit que I'opérateur 4 appliqué 4 un vecteur covariant du
sous-espace donne aussi la dérivée de Lie de ce vecteur.
Enfin, pour obtenir la variation 4B de BY,, posons §°=0 dans (1.14) et
substituons le résultat obtenu dans (1.13), alors on obtiendra

(2.13) AB5=—[B5H3; ¢+ BSL 1dt .
En appliquant le méme procédé que le précédent 4 B, on trouve
(2.14) dnp= ['vP;jEj + C}g’I)Q]dt s

qui donne la variation d’un vecteur covariant arbitraire de A%~™.

Pour obtenir la variation 41", de Iy dans le cas de la déformation infini-
tésimale tangentielle, substituons (2.5), £°= B;"¢" et (1.11) dans (1.16), alors
on obtient

(2.15) A=+ Ri;u€"]dt,
grice aux équations de Gauss pour le sous-espace, ce qui nous montre que I'opéra-
teur 4 appliqué a I'% nous donne la dérivée de Lie de I dans la direction de &°.

La variation 48%; du tenseur de torsion S¥;=1I"%—1I";, peut se calculer
facilement en partant de (1.15)
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(2.16) A8 5= [8%2:aE" — 8%l + ST ul%+ 4% I dt
Done, 487 est 1a dérivée de Lie de S%;. La formule (2.16) peut s'obtenir
aussi de (1.18) en tenant compte de (2.5) et de (2.11).
Pout obtenir 4", , remarquons d’abond

Con=(BiC )= — BLHZ (3 + B5C3k ,
par suite
Bilon=Con— H3 LHef"
et
§=H3"¢"
En substituant ces deux équations dans (1.19) on trouve
(217) Arg=[CG+ Riy,&"]dt

grice a I'équation de Ricei pour le sous-espace.
Or, pour trouver la variation
AHG =&+ BRR)WE)dt— B(ATM)
du tenseur d’Euler-Schouten H !, substituons (2.5), £&*=B;"¢", et (2.15) dans
cette équation, alors on obtiendra

(2.18) AH}=[H3H&"+ H 6%+ H2e%dt .
De méme, pour la variation 4L%, , on obtient
(2.19) Lin=[Liu€" — L+ L&yl dt .

Les équations (2.18) et (2.19) peuvent s’obtenir aussi de la maniére
suivante:

Considérons un vecteur contrevariant Hi u’* de A4,, v et o étant deux
vecteurs contrevariants tout 4 fait arbitraires de 4,,.

L’opérateur 4 appliqué 4 une grandeur de A,, signifiant la dérivée covariante
le long du sous-espace, on a, d’une part,

ACH @2wF)=[ Hiwu* + HyMd 0f + H ", 1 8dt
I'opérateur 4 appliqué 4 une grandeur de A,, désignant la dérivée de Lie, on a,
d’autre part,
ACH 53290 = (AH 32 )09 + H32(u? 18" — w5 )otdt
+ HM (F 80 —"6%)dt
d’oll, en comparant ces deux équations, on retrouve (2.18). 1l en est le méme
pour AL%, .

Les equations (2.18) et (2.19) nous suggérent une loi de Popération 4 ap-
pliqué 4 un tenseur mixte tel que H3? dans le cas de la déformation infinitési
male tangentieile. Les variations 4B et 4B¢, de B;* et Bf, peuvent étre aussi
obtenues respectivement d’aprés cette loi.

Cela étant, nous allons calculer les variations des tenseurs de courbure dans
le cas de la détormation infinitesimale tangentielle.
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Pour cela, substituons (2.15) dans (1.24). On aura
(2.20) AR =(Ri5:aE* — Riun€ia+ Riafl; + Ri;u€% + Rin,£%)dt
L’équation (2.20) peut aussi s’obtenir de (1.25) en tenant compte de (2.5),
(2.11), (2.18) et (2.19).
Enfin, pour trouver la variation du tenseur de courbure de A7, substituons
(2.17) dans
AR = (A5 —(AT5) s+ (A58 % «
Alors, on obtiendra
(2.21) ARG = [ Rlg;af" — RiqulCi" + RLuCS
+ RGuf% + Rige€ s ]dt
Cette équation peut aussi s'obtenir de (1.26) en tenant compte des équations
(2.5), (211) et
(2.22) { AH 38 =[H5 08" — H3% + Hy 6% + HiFP €3, ]dt
ALY p= LS+ Lf/.,q(}g —L%p& 4+ L pE% ] dt ’
les deux derniéres étant les conséquences immédiates de (2.10), (2.13), (2.18)
et (2.19).



