No. 11.] 143

36. Quelques remarques sur les groupes de transfor-
mations dans les espaces & connexion lineaire, VI

Par Kentaro YANoO.
Institut Mathématique, Université de Tokyo.
(Comm. by T. KuBoTA, M.L.A., Dec. 12, 1947.)

§ 6. Les espaces a connexion linéaire qui admeltent un groupe de
transformations donné.
Considérons un espace X, a » dimensions et un groupe continu
G, de transformations & 7 (<n) paramétres. En désignant par
(6.1) X.f=tifa=8 Y

ox”
(a,B,..,Mp..=1,2,...,n; a,b,c,d e,f=1,2, ..., 7)
les r transformations infinitésimales de G,, on a, d’aprés le second
théoréme fondamental de la théorie des groupes de transformations,
(6.2) (X.X.— XX, f=c2 X.f,

ou ¢;? sont les constantes de structure.
Nous supposerons d’abord que le rang de la matrice (&) soit 7.
Alors, le systéme des r équations aux dérivées partielles

Xaf E&f ,)\—_‘0
étant complétement intégrable, il admet #n—7 solutions indépendantes
T (x), ...... ,%"(x). Donc, si I'on effectue une transformation de coor-

données
2=xx,%,..,x"),
les composantes
i OX s
&= P &
des vecteures & dans le nouveau systéme de coordonnées, satisfont
aux relations
(6.3) £=0, (A=r+1,..,n).
. Nous allons supposer qu’on ait choisi un tel systéme de coordon-
nées.
Or, la condition pour que le groupe G, soit le groupe de trans-
formations affines dans un espace A connexion I'}, étant

Xari‘wsgt)z‘myv'l'ezpﬁmu" :)UF:V+£:)MF3V+&:’vrjé.ﬁ:o,
elle peut aussi étre écrites sous la forme :

Xapzvaggy,uw + &;F;‘w,e - z,ﬁr:v + &;,#r:‘v + &;wr:‘w: 0'

1) Les Notes I, II, III, IV et V ont été publiées dans ces Proc., 22 (1946).
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Le rang de la matrice (&) étant 7, on peut définir les fonctions
H}..(x,I") par
~&H (%, I') =8 up—Ea i+ Eou Lo+ ELTL,
et on obtient
(6.4) XoIa=E[Th,.— Hpolx, I')].

Des équations (6.4), on obtient un systéme des équations aux
dérivées partielles

(6.5) The=Hp, (%, T).

Nous allons démontrer que ce systéme est complétement intégrable.
En substituant (6.4) dans les identités

(XX — X Xo)av=cCre Xal s,
et en tenant compte des relations X.I"3,=0, on trouve

égf{ [( aHI:‘V_{_I_ aHli‘ve Hgﬂ)_( :):vf + aHlva H;—,,)]=0,

o’ oI o | ors
d’ou
A A
(6.6) _oH,,. +ifm_ He :_aiﬁvf_q. OH.ys Hg.,

o' ors T x| ors

ce qui montre que le systétme des équations aux dérivées partielles
(6.5) est complétement intégrable et ses solutions sont déterminées
par les valeurs initiales arbitraires de I'), qui peuvent étre, si r<m,
fonctions arbitraires des variables £”*, ...... , ¥*. Donc, nous avons le
Théoréme 6.1°. Etant domné, dans un espace a n dimensions wun
groupe continu G, de transformations a r(<n) paramétres dont le rang
de la matrice (&) est 7, il peut toujours etre un groupe de transforma-
tions affines d’'un espace & connexion affine dont les composantes de la
connexion contiennent n’ fonctions arbitraires des n—r variables.

Nous supposerons ensuite que le rang ¢ de la matrice (&) soit
inférieur & 7(=<#%) et que le rang de la matrice (£)) (&,4,7, k=1, ..., q)
soit exactement ¢g. Alors on peut poser

(6.7) ‘=gl (L, m=q+1,..,7).

¢! étant les fonctions de 2.
Des équations (6.2), on tire

(Xij hd Xka)f: C;: Xaf

= Xif + P X, f,
ce qui montre que le systéme des équations aux dérivées partielles
th =0

est complétement intégrable et par conséquent admet z—g solutions
indépendantes x**'(x), ...... , X"(x).

Si nous effectuons la transformation de coordonnées z*=2x'(x), les
nouvelles composantes

1) M. S. Knebelman: Collineations and motions in generalized spaces. Amer.
Journal of Math., 51 (1929), 527-564.
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B % g

des vecteurs & satisfont aux équations
=0 (A=gqg+1,..,n),

et le déterminant |&| est différent de zéro. Nous supposerons qu’on
ait déja effectué une telle transformation.
Alors, les équations X,I"%,=0 nous donnent

Xl uy=Eup + 8 e —E3, Ty + 5,05+ £ =0
et Xlruv—' ¢lnl-w£t + ¢l,y£tw + ¢z,v§i wm ¢:’ﬁ91-’:v
+ @4, G5+ 9L ET L+ P Xy, =0.

Le rang de la matrice (¢) étant g, on peut définir les fodctions
Hyx,T') et A%“.(x, I') par

Hp(x, I') =8 — Eya Uty + 5+ E5 Uit
et Az,w(x D) =@yl + Pluly + Plukl, — PlLeil
+ @4 E S+ LA,
respectivement, et on obtient
(6.8) X, =8 [ — Hu(x, ')},
(6.9) X, =A%, ')+ PiXiIL,
respectivement.

Des équations (6.8) et (6.9), on obtient un systéme des équations
aux dérivées partielles

(6'10) r ﬁmzHﬁw(x, r )
et
(6.11) Ad(x, I")=0.

Nous allons montrer que ce systéme mixte est complétement
intégrable.
Des équations (6.2), on tire

(XX — X X))o =CpXaho + CR X,
= c;ll‘.AX{F :‘w + cjk(Aly.v + ¢:X¢F tv)-

Si 'on substitute (6.8) et (6.9) dans ces équations, et tient compte
de Xir,,=0 et de A?,L.,=0 on trouve

E’?[( e ar: Ha, ) (aaﬁm aar::h Hz, )]—0

d’ou
oH,), SH oH,, oH,,
6'12 pvi i Ha mvh wvh Ha
(612) > ar,,, ox' + or'gy

D’autre part, les équations
(Xsz —XI,X])F,.,V— Cn -Xa»l—,p.v
_— CJLX(I-'“V + C (Amy.v + ‘me;F;);v):
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nous montrent que si l'on tient compte de X.I"),=0, on a
XJA;‘W’:C;;'. A;\nuw
d’o

(6.13)

A A
e S = By Ml By Al Eyn Al G A

Les équations (6.12) et (6.13) montrent que le systéme mixte des
équations aux dérivées partielles (6.10) et (6.11) est complétement
intégrable. Donc, on obtient le
Théoréeme 6.2. Etant donné, dans un espace & n dimensions, un groupe
continu G, de transformations & r (<n) paramétres dont le rang q de
la matrice (&) est inférieur & 7. et un systéme de coordonnées pour
lequel on a E=0A=q+1, ..., n), |&| étant diffirent de zéro, si les
équations A}.,=0 sont compatibles dans 1" quand les coordonnées pren-
nent des valeurs particuliéres. le groupe peut etre celui de tranforma-
tions affines d’'un espace a connexion affine.

Les mémes théorémes, qui affirment qu'un groupe G, a r para-
meétres dans 7 (=7) variables peut étre le groupe de mouvements,
celui de transformations conformes ou celui de transformations pro-
jectives, peuvent étre énoncés et démontrés par la meme méthode.
Cela tient au fait suivant :

Si X.f sont les symboles d’'un groupe a 7 paramétres dans #(=7)
variables, c’est-a-dire, si I'on a (6.2), alors le systéme des équations
aux dérivées partielles

Xaﬂzo;
ou  est un objet géométrique tel que la connexion affine, le
tenseur fondamental d’un espace de Riemann, la densité fondamentale

d’'un espace conforme de Riemann ou la connexion projective, est
toujours complétement intégrable.



