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36. Quelques remarques sur les groupes de transfor-
mations dans les espaces connexion lin$aire, I.

Par Kentaro YANO.
Insfitut Math6mafique, Universit6 de Tokyo.

(Comm. by T. K:BOTA, .r.A., Dec. 12, 1947.)

6. Les espaces connexion linaire qui admettent un groupe de
transformations donn.

Considrons un espace X. n dimensions et un troupe continu
G de transformations r (__<n) param&res. En dsignant par

(6.1) X.f=--}f,,, -" f

(a,O,...,x,,...=l,2,...,n; a.b,c,d,e,fl,2,...,r)
les r transformations infinitsimales de G,, on a, d’aprs le second
thorme fondamental de la thorie des groupes de transformations,

-XoXo)Y=c(6.2) (XX

off c7 sont les constantes de structure.
Nous supposerons d’abord que le rang de la matrice () soit r.

Alors, le syst6me des r 6quations aux d6riv6es partielles

X.f=-f,,,--O

6tant compltement intgrable, il admet n-r solutions ind6pendantes
t/(x), ,(x). Donc, si l’on effectue une transformation de coor-
donnes

les composantes

e=re(xa, g, ...,x-),

des vecteures dans le nouveau syst6me de coordonn6es, satisfont
aux relations

(6.3) $=0, (X=r+ 1, n).
Nous allons supposer qu’on air choisi un tel syst6me de coordon-

nees.
Or, la condition pour que le groupe G soit le groupe de trans-

formations affines dans un espace h connexion F tant

X.r’,,,,=#,,,,. + }.r’,,,,,.-},,,r,, + #.,,.r’,, + L,,,r,,,,-o,

die peut aussi &re 4crites sous la forme"

1) Les Notes I, II, III, IV et V ont 6t6 publi6es dans ces Proc., 22 (1946).
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Le rang de la matrice () dtant r, on peut dfinir les onctions
H(x, F) par

.eH,A -,,,,,-$.r,,,_, +,,z ,
et on obtient

(6.4) -H
Des 6quations (6.4), on obtient un systSme des 6quations aux

d6riv6es partielles

(6.5)
Nous allons d6montrer que ce systSme est complStement t6able.

En substimant (6.4) dans les idenfit6s

et en tenant compte des relations XFO, on ouve
.H+ H + -H O,

d’oh

(6.6)

ce qui montre que le systme des quations aux drives paielles
(6.5) est compltement int6able et s lutions sont d6termin6es
r les valeurs initiales arbitraires de F, qui uvent 6tre, si
fonctions arbitraires des variables +, x". nc, nous avons le
Thdorme 6.1n. Etant dnd, dans un espace h n dii un
groupe continu G,. de transformati h r(n) paramtres dt le rang
de la matrice () est r, il peut toujours tre un groupe de traforma-
tions anes d’un espace h cnexi a dont les composantes de la
onxi contiennent ff fctio arbitraires des n-r variables.

Nous supserons ensuite que le rang q de la matrice () soit
infrieur h r(n) et que le rang de la tfice () (h, i, j, k l, ...,q)
soit exactement q. Alors on ut r

(6.7) = (l, m:q+ 1 r).
6nt les fonctions de .
s quations (6.2), on tire

(xx,-x,x)f=6?xJ
,f+c,,X,f,

ce qui montre que le systme des qtions aux d6rivs ielles
xJ=o

est compltement int6able et cons6quent admet n-q lutions
ind6ndantes +(x), ’(x).

Si nous effons la transformation de crdo6es =(x), 1
nouvelles comntes

1) M.S. Knebelman- Collineations and motions in generalized spaces. Amer.
Journal of Math., 51 (1929), 527-564.
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des vecteurs . satisfont aux 6quations

J--0 (X_--q + 1,..., n),
et le d6terminant [[ est diff6rent de zro. Nous supposerons qu’on
ait d6j effectu6 une telle transformation.

Alors, les quations X,F--0 nous donnent

-.I-%,+ +..,F.=0
=,,, +

rang de la matrice ()) mnt q, on ut dir 1 fRions
A,,(x,

,F+,F,+

rivement, et on obtient

(6.8)
(6.9)

resivemem.
s 6quations (6.8) et (6.9), on obfiem syst&me d 6quations

aux d6fiv6es ielles
(6.10)

et

A,%(x, c)=0.
Nous allons monger que ce syst&me mie est mpl&tement

im6able.
s 6quations (6.2), on te

Si l’on substitute (6.8) et (6.9) dans ces 6quations, et tiem compte
de - Az= onXF.--0 et de 0, ouve

(6.12) 0H, +...OHm% H,,: OH+ 0H;, H,.

D’autre , les 6quations
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nous montrent que si l’on tient compte de X,F,=O, on a

c A,

(6.13) DA, +.DA,, H,- -,Au, c A,.

s 6quations (6.12) et (.13) monent que le syst&me mixte des
6quations aux d6fiv6es pmielles (.10) et (6.11) est com#&tement
int6able. Donc, on obtient le
Thdorme 6.2. Etantd, da un pace n dii, un groupe
continu G de traformatis r(n) paramtres dont le rang q de
la matrice () est infddeur r. et un systme de coordndes pour
lequel on a =0(X=q+l, n), dtant dirt de Mro, si les
dquatio A=O sont compatibles da F qua l coordes pr-
nt des valeum paiculires, k groupe peut tre celui de tranforma-
o anes d’un espace conmxi ane.
s m&mes 6or&mes, qui rmem qu’un ou G r ra-

m&tres dans n(r) variables ut 6tre M ou de mouvements,
celui de transformations conformes ou celui de sformations pro-
jeives, uvent &tre 6nonc6s et d6montr6s r M m&me m6the.
la tient au faff suivam-

Si Xf sore les syml d’un ou r am&tres dans n (r)
variables, c’est--dire, si l’on a (6.2), alors le syst&me des 6qumions
aux d6riv6es ielMs

X=0,
ou est un objet #om6trique tel que la connexion ane, le
tenseur fondamenml d’un esce de Riem, M densit6 fondamene
d’un esce conforme de Riem ou la connexion projtive, est
toujours compltemem t6able.

d’oh


