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47. La Structure d’un Flot Topologique, L

Par Motokiti KOND.
L’iustitut mathmatique, l’universit4 de Kyfisyfi, Hukuoka.

(Comm. by T. KUBOTt,, M. J. A., July 12, 1949.)

Le but de ces notes que je reprsentrai en mme title dans ce

journal est de discuter la structure d’un flot topologique et nous

commenons par la discussion des fonctions prespue-priodiques sur

celui-ci1).

1. Nous entendrons par un riot topoogique une paire (.q, G)
d’un espace 2 topologique de F. Hausdorff et un groupe G des
homomorphismes sur /2.

Etan donn un riot topologique (R, G), nous dsignons par

l’ensemble de routes les fonctions finies, complexes e dfinies sur la
somme directe 2G. Pour un lment f--f (, ) de C, et un
nombre positif , nous dsignons par U(f, e) l’ensemble de tous les
lments g--g(,z) de Ca, a qu’il existe un hombre positif ;(<
tel qu’on air 1.f(,)--g(,a)ie--; sur /2(G et nous l’appelons
un voisinage de f. D’aprs cette dfinition, C. est un espace topo-
logique de F. Hausdorff. Puis, pour un lment f de C.a, nous
dsignons par (f) la famille des fonctionsf($, ) ($, e G). Alors,
si (f) est conditionnellement compacte, c’est--dire, toute sous-famille
infinie de (f) admet an moins un blment de C. comme un 1-
ment d’accumulation, nous dirons que f est presque-p$riodique sur

2(G. Pour une fonction f()continue, complexe et dfinie sur

.(2, nous posons

(1.1) if" (, ) f(q),

et quand f’ est presque-priodique sur z?@G, nous dirons que f(o)
est presque-priodique sur

1) Sur les fonctions presque priodiques dfinies su un riot topologiqae, voir
H. Weyl, Harmonics on homog,neous manifold. Ann. Math., 3: (134),
H, Weyl, Almost periodic invariant vector sets in a metric vector space. Am. Jour.

Math., 71 (14),
Y. Kawad% Bemeckungen zar Thorie der allg,minen lugelfunktionen. Proc.
Imp. Acud., 1 (139).
Or, ils sont cnsid r4 le cus off ua groape don4 eat transitif sat un espace et

les resAtats dorm,s duns celles ci soat contenus duns notr resultats
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Or, lorsque, quelques soient les deux sous-ensemb]es ouverts A
et B de 2, il existe un lment r de G tel qu’on sit AAB==O, nous

drons qne (t?, G) est topologiquement ergodique. Nous avons alors

Thorme 1. Si (2, G) est topologiquement ergodique, route fonc-
tion presque-pridoque sur 2 est borne.

Pus, nous dsignons par C l’espace des ’onctions continues,
borates, complexes et dfinies sur 2 dont la norme If] d’un lment

f--f() est la born suprieure de f()l sur . I1 est alors un

espace de S. Banach. Or, nous avous

Thorme 2. Si (2, G) sst topologiquement ergodique, la famil-
le de routes les fonctions presque-p$riodiques sur 2 est un sous-ensemble
linaire et ferm de C et de plus il est un anneau norm en vertu de

la multiplication ordinaire. Nous le designons par Ca*.
2. Maintenant, nous considrons la va]eur moyenne d’un foac-

ton presque-priodique sur un flot topologique (.(2, G). Lorsquef()

est telle foaction, la fonction

(2.1) f () f()

est presque-priodique sur G au sens de M. J. v. Neumann, et

donc si nous posons

(2.2) M (f) Mo (f),

oh M(ff) dsigne la valeur moyenne de f sur G, nous avons

(2.3)

(2.4)

M, (at) aM,, (f),

M (f+ g) M (f) +M (g),

(2.5) M, (e) 1,

(2.6) M (fq) M (f),

(2.7) M (f)] If i,

off e d6signe la fonction presque-p6riodique sur 2 telle qu’on air

e ()= 1 pour tout 616ment de /2. Or, nous avons le
Thdor6me 3. Si (t?, G) est topologiquement ergodique, Mw (f) est

independente du choix, d’un 6lment de 2, et donc nous la d6signons
par M(f) et nous l’appelons la valeur moyenne de f.

1) J. v. Neumann, Almost p4riodic functions in a group, I. Trans. Am. Math.
Soc., 36 (1934).
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Remarque. C’est une sorte des thormes individuellement
ergodiques.

ThorSme 4. Si U2, G) est topologiquement ergodique, M(f) est

dtermine univoquement sur Ca*.
Pour un ]ment z de G, quand nous posons

U f---fa pour tout lment f de C,

Uo est linaire et isomtrique sur C et nous avons

(3.2) UoU, Uo, (,, . e G).

D’ofl, l’ensemble Ua de tos les oprateurs U(ae G) est un groupe

isomorphique G. Puis, nous dsignons par U.a un anneau des
oprateurs sur C par rapport la topologique uniforme dont des
gnrateurs sont les lmente de Ua.

Quand un sous-ensemble [ de C remplit pour tout lment X
de U.a la condition

(3.3) X?_,
noas l’appelons un sous-ensemble invariant de C par rapport U.(.
Alors, l’ensemble de tous les sous-ensembles linaires, ferms et in-

variants par rapport U.a est une structure compl&e. Nous la
dsignons par L (U,a). C* est invariant par rapport Ua, a et donc

nous avons C* e L (U.o.. a).
Pour un lment de L(Ua.), si nous dsignons par U la

contraction de Uo sur , nous avons

(3.4) UoU Uo,

et donc l’ensemble U, de tous les oprateurs U(ae G) est un

groupe homomorphique G. Nous l’appelons une representation

contiune de G par rapport .
4. Dans la suite, nous supposons que U2, G) soit ergodique

topologiquement. Pour deux lments f et g de C*, nous posons

(4.1) (f, g) M(f (), g ()).

Alors, (f, g) est une fo.actionnelle bilinaire sur Ca* et (f, g) (g,f).

Donc, si noas posons

(4.2) Iifll--= /(f,f),

Ca* est linaire et norm en vertu de cette dfinition, et celui obtenu
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en compltant C* est un espace hilbertien. Nous le dsignoas par

Pour un lment e de G, quand nous posons

Vof---re pour tout lment f de C*,

il est linaire et isomtrique par rapport la norm (4.2). D’ofi,
nous pouvons prolonger continuellement Vo sur ,a tout entier.
C’est unitaire sur ,a et nous le dsignons encore par Vo. Nous
avons alors

(4.4) VV Vo,(,r G),

et done l’ensemble Va de tous les op4rateurs V( e G) est un groupe
isomorphique G. Puis, nous dsignone par No.a un anneau des
op6rateurs sur (oa par rapport la topologie faible dont les gnra-
ters sont les lments de Va.

Quand un sous-ensemble de $a remplit pour tout 616ment de

Na.o la condition (3.3), nous l’appelons un soun-ensemble invariant

de a par rapport Na, o. Alors, l’ensemble de tousles sous-ensem-
bles linaires, ferm6s et invariants par rapport Na.a est une struc-
ture complete et ortho-compl6mentaire. Nous la d6signons par

(N,,,).
Pour un 416ment de L(N.), si nous d6signons par V la

contraction de Vo sur , nous avons de mme que (3.4)

(4.5) VoV
et done l’ensemble Va de tous les oprateurs %(ae G)est un
groupe homomorphique G. Nous l’appelons une representation
unitaire de G par rapport

5. Maintenant, nous considrons la representation d’un riot
topologique (2, G), Etant dorm,s un hombre fini des lments
f (k--1, 2, n) de Ca qui sont indpendants linairement et un
ensemble D des oprateurs Do (a e G) linaires sur l’espace R, unitaire
des dimensions n tels qu’on ait DoD Do, nous considrons une
appliquation

(5.1) f(,) (f(),f(), ,fi. ())

qui transforme eontinuellement 12 en un sous-ensemble $2 de R..
Alors, si nous avons
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(5.2) Dof----fa,

nous appelons (Y2, D) une representation finie et continue de (t?, G).

(Y2, D) est evidemment un riot topologique. En particulier, si Do (a e G)
sont tous unitaires, nous appelons (2, D) une rpesentations finie et

unitaire de (12, G).
Lorsque (y2r, D) est une representation finie et continue de ([2, G)

et que f est donne par (5.1), il existe les matrices (dr(a))(a G)de
degr n qui remplissent la condition

(5.3) fa -dZ

et si noas posons D(q)-(d ()), nous avons

(5.4) Df--- D(r)f,

(5.5) DoD,: D, (o.) D(.).

D’ofi, l’ensemble D de toutes les matrices D(o.)(r.G) est
isomorphique D.

Or, nous avons d’aprs les dfinitions

(5.6) f (, a) d (a)j) (),

(5.7) d (at) d,,: (a) d (r),

et donc f et d sont presque-priodiques respectivement sur .q et
G. Alors si nous dsignons par Y le sous-ensemble linaire de Ca
d&ermin par f (k 1, 2, n), nous avons

(5.8)

(5.9) Do-- Uo.

Puis, nous prenons un lment de L(Ua.a) qui est de dimen-

sion finie. Quand f(k 1,2, ,n) est une base de , l’appli-

quation f(o) donne par (5.1) est continue sur $2 et (gt, Ua) est une
representation finie et continue de (/2, G), nous avons done le

Lemme. 1. Toute representation finie et continue d’un riot topo-
logique (2, G) correspood un $lment de dimension finie de

Z(Ua.a) comme on a considr$ plus haut, et l’inverse de cette pro-
position est aussi vrai. Quand elle correspond , nons dirons
qu’elle appertient .
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Corollaire. Quand un $lment 9 de L (Ua, a) est de dimensions

finies, nous avons

(5.10) C*
et done route lment appartenu est presque-priodiqne sur 2.

5. Puis, nous considnous deux representations (2, D) et (.(2,,

E) finies, continues et appertenues un mme lment 9 de/, (U. ).
Pour f ()
()), il existe une matrice A (a) des constantes telle qu’on ait

c’est--dire,

(6.2) g- Af.

Or, nous avons pour D (a) (d (a)) et E (a) (e, (a))

(6.3)

et d’ofi

(6.4)

c’est--dire,

AD(a) H () A,

(6.5) E---- ADA-.
Par consequent, (Y2, E) est donn par (y2,, ADA-). De plus,

l’inverse de ce 2air est aussi vrai. Ici, nous posons une dfinition

suivante.; s’il existe une appliqaation linaire A sur R telle qu’on air

(6.2) et (6.5), nous dirons que deux raprsentations finies sont qui-

valentes l’une l’autre. Nous avons alors le

Thorme . Pour que deux representations fines et continues

de (t2, G) soient qnivalentes l’une l’autre, il faut et il sagit qu’elles
appartiennent au mme lment de (Ua. ).

1Kaintenant, nous dsigaons par L*(Ua.a) I’ensemble de tous les

lments de dimensions finies de L(Ua.a). I1 est une structure et

route representation finie et continue de (t2, G) corespond quelque

lment de L* (Ua. a). Nous dsignos par C, la class des reprsenta-
tions appartenue .
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7. Chaque lment de L* (U.a) appartient aussi L(Na.c),
et d’ofi le

(7.1)

Par suite, nous avons le

Thorme 6. Toute reprsentati.on tnie et continue d’un riot
topologique est quivalente , cdle .finie et unitaire de celui-la.

D’aprs la dfinition, L* (Ua. a) est une sous-structure de L (Va. a)
et donc elle est ortho-complmentaire. Or, pour claircir en detail ce

fair, nous posons quelques dfinitions. Etant dorm,s deux lments
et de L* (Ua.,) tel qu’on air _!_, nous prenons deux rep-

rsentations (.q,Dt) et (t2z,D) finies et continue de (9, D) qu

appartiennent et 9l respectivement. Quand nous posons ]
fn,f., ,f,,),f (f,,fi.’,

(7.2)

(7.3) D () D (a)(D. (),

let riot topoIogique (2r, D) est une representation finie et continue

de (12, G) et il appartient .)(,. Nous le dsignons par

(7.4) (212.., DD)

et nous l’appelons la somme directe de (/2t,,D)e (2, D). De plus,

nous dsignons par CC% la class de telles sommes directes.

Nous avons alors

(7.5) c% Cn,C%.

Puis, quand une representation finie et continue de (12, G) est une

Somme directe de quelque deux representations de ($2, G), nous

dirons qu’elle est compltement rgductible et sinon, qu’elle est ir-

r$ductible.

ThorSme 7. Pour qu’unereprsentation finie et continue d’un

.riot topologique soit irrductible, il faut et il sut que l’$lment de

I* (Ua.a) auquel elle appartient soit atomique.

ThorSme 8. Pour qu’une representation (.2, D)finie et continue

d’un riot topologique soil irrductible, il faut el il sufit que D soit
irr$ductible.

Comme chaque lment 9l de /5* (Ua.a) est de dimensions finies.

Nous pouvons le dcomposer en le hombre fini des lments atomiques
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lo(k 1,2, ,n) de /*(U,) te]s que i==j entraine _k et
et donc nous avons

(7.6)

D’o, nous avons le

Thorme 9. Toute repr$sentatson finie et continue d’un fio
topologique est une somme directe d’un nombrefini de celles irr$ductibles.

8. Puis, nous envisaeons les reprsentotions irrductibles de

(2, G). Pour cela, nous introduissons ici la notion du type dimen-

sionnel entre les &lments de /* (Uo,) suivant de l’ide de MNI. J.
v. Neumann et F. J. Murray. Quand deux lments et de

* (U=.) sont du mme type dimensionnel, nous dsignons ce fair

par 9l et nous dirons qu’ils sont $quivale.nts l’un A l’autre.
Or, quand deux lments et 91 atomiques de /* (U=.) sont

quivalents l’un A l’autre, il existe un Ol0ratur X du commutateur
de N=, tel qu’on ait X} 9 et pour une base {f} (/ 1, 2,

n) de 9, {Xf} (t 1, 2, n) est celle de 9l. Donc, nous avons

avons pour (UX) (d (=))

X_d,a ()Z dea ()UoXfk XUoh
=1 ,’.,,.

et d’oh

(8.1) (Uo), (U’)x,

c’est--dire, U et U’x sont quivalents l’un l’autre. D’ailleurs,
l’inverse de ce fair est aussi vrai. Donc, nous avons le

ThorSme 10. Soient (21, D1) et (2 D,) deuz rep$sentations

inies continues et irr$ductibles de (2, G) qui appartiennent respec-

tivement 9l et . Pour que D et De soient quivalents l’un l’autre,
il faut et il sufit que , e ,. soient quivalents l’un l’autre.

9. Comme on dit dans le thorme 10, la classification des re-

presentations finies et continues d’un flot topologique par rapport
aux groupes qui dfinissent ces representations correspond la
classification des lments de ]5* (U, ) au point de vue d’quivalence

dimensionnelle. Or, quand il existe deux lments atomiques de

L*(U,) qui ne sont pas quivalents l’un l’autre, No, est rduc-

1) J. v. Neumann et F. J. Mrray, Or rings of operators. Ann. M,th., 37 (1936).
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tible.) Done, pour la dcomposition en la somme direete de a et

Na, a, nous avons

(9.2) f (f (f e .a et f e . ),

(9.4) A -@A (A e Na., et A e

off A. est un espace topologique et bicompact sur lequel une mesure

m (X) totalement additive est donne.
Or, pour un lment atomique ? de L*(U,.a), il existe pr-

cisment de A tel qu’on air

(9.5) m (()) 0,

Maintenant, nous d6signons par A* l’ensemble de tous les 616-

ments g de A qu’il existe un 616ment atomique de L* (Ua,) qui

remplit (9.5), et nous posons

(9 8) *

Nous avons alors

(9.9)

et done, pour deux 616ments et J atomiques de ]5* (U,) qui

ne sont pas 6quivalents l’un a l’aure, nous avons

(9.10)

10. Or, quand nous avons a, nous dirons qu’un riot

topologique (2, G) est presque-p$riodique. Nous avons alors

1) g.v. Neumann et F. J. Murray, loc. tit.

2) M. KondS, Sar les sommes directes des espaces lin6aires, Proc. Imp. Acad., 20
(1944).
M. KondS, Sur la rdductibilit des anneaux des opdrateurs, Proc. Imp. Acad. 20

(94).
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Thor6me 11. Pour qu’un riot topologique (2, G) est presque-

p$riodique, il faut et il suffit que, quelques soient les deux lments ,
et o. distincts de 12, il existe une representation (/2], D) finie et con-

tinue de (12, G) telle qu’on air f()=f(o).
Corollaire. Quand un riot topologique (2, G) est presque-priodi-

que, G est presque-p$riodique maximalement.


