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62. Détermination unique de solution de l'équation
intégrale de Volterra

Par Tokui SATO.
(Comm. by K. KUNUGI M.J.A., June 12, 1951.)

Dans la théorie analytique de 1’équation différentielle, le théo-
réme” de la détermination unique de solution (le théoréme de M.
Picard) est fondamentalement important. On peut le généraliser
dans le cas de I’équation intégrale de Volterra.

Soient D et  des domaines respectivement dans le plan x et
dans le (¢, u)-espace.

Soit C une courbe joignant deux points a et z, dans D (a, x, € D)
qui satisfait a4 la condition suivante: quelque petit que soit », il
existe sur C un point =z, tel que, a partir de z,, la courbe C ne
sorte plus du cercle de z, et de rayon r.

Pour simplifier 1’écriture, désignons par C la courbe excepté
2y, par C la courbe comprise z, et par 4;921 Parc de C de a ¢ =;.

Théoréeme. Soient f(x) et K(x,t, u) réguliéres analytiquement
respectivement dans D et dans |x—a|<l, (¢, u)eD, ot I est la borne
supérieure de |t—a| pour (£ u) € D.

St Pequation intégrale de Volterra
® u@) =f @+ K@, t,u®)it @ te0)

admet une solution réguliere u = u(x) sur C, et le point (x,, u,) ap-
partient & D, ot u, est une valeur de ’ensemble des valeurs limites
de u = u(x) pour x —>x,, €€ C, u = u(x) est réguliere au point x,.
Par hypothése on peut prendre r, p de maniére que |x—=x,| L7
et |t—wx| L7, |u—u,| £ p soient contenus respectivement dans D
et dans 9. Par conséquent on a une constante positive M telle que

| K@, t,ut)| LM weC, team,
| K, t,u)| LM «eC, |t—a|Lr, |u—ulLp,
| K@, t,w) | LM |a—a| Ly, [t—a]Lr, |u—u]Lp.
Par hypothése on peut prendre une suite de points =, (v = 1, 2,
...) tels que | xy—m0| { 0, |u(w,)—u,| = 0. Sans perdre la généralité
on peut supposer que |x,—x,| <7, |u(z,)—u,| <p v=1,2,...).

~~
Désignons par C, la courbe qui consiste de I’arc ax, de la courbe
C et du segment x,x,.

1) E. Picard, Traité d’analyse (deuxiéme édit.) II, 355.
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Posons

~
u(z) x € ax,,

’Uv(x) = o - > (V= 1, 2,...),
T g4+ 2T () x € 2
o1y 0 To—1, ( v) o

v(z) (v=1,2,...) sont done continues sur C, et
lv(@)—u| <p = € 0,3, -
Définissions %,(x) par 1’égalité
@) = F@)+ [ K £, v0)i
alors #,(x) est réguliére sur C, et
| —u(@) | = | | Ky, b, 0,0)dt] £ M| a—ail,
T~ L2M | m—s] =1,
On peut en conclure que la suite des fonections {#,(x)} se converge
uniformément sur C. Soit %(x) la fonction limite, #(x) est done
réguliére sur C et W(x,) = #,. Par suite on peut prendre 7 tel que
| a()—uo| < p/2 pour |a—m| <7,
0<FLmin{r,l—|z—al}.

K(x,t,u) est done réguliére dans |x—x,| <7, |t—x| <7, lu—u(x)| <p,
ot 0<<pZLp/2. Cela posé, on peut prendre un entier N tel que

| 2y—2 | < min {oF, ap/M} pour v»=> N,
oll o est une constante positive moindre que 1.
Posons
) = F@)+ | " K, ¢, ue)at te0),

alors f,(z) (v=>N) sont réguliéres dans |x—=x,| <(1—0o)F et on a
) =) = | [ K@, &, ae)at |
< M|x,—a| < op @=N).

K (x,t, u) est done réguliere et | K(x, ¢, u) | LM dans |x—2,| < (1—0)7,
[t—ay | <(1—0)7, |u=fil@)| <<(A—a)p (=N).
Par le théoréme d’existence 1’équation intégrale

@ wi) =p@+ [ K@ tu®)dt (@ teC)
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admet une seule solution réguliére u =u(x) dans |x—a,| <
min {(1—o)¥, 1—0o)p/M}.
Prenant o assez petit, on obtenit

min {(1—o)7, (l—o)p/M} > 20F.

La solution u = u(x) de I’équation intégrale (2) est réguliére
dans | x—=, | <20F et donc aussi dans | x—x,| <oF. Par le prolonge-
ment de la solution, cette solution est celle de ’équation intégrale
1), C.Q.F.D.



