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142. Sur les quations ---u+tAu-f, a >_ 0
dt

Par Tadato MATSUZAWA
Institut Mathmatique Facult des Sciences Universit de Nagoya

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M. $. A., June 12, 1970)

0. Introduction. Nous dmontrons dans le 2 la rgularitd
des solutions faibles du problme au bord pour les quations/ coeffi-
cients oprationnels dgnrs"

dLu---u+ t"Au--fdt

A auto-adjoint, positif dans un espace hilbertien.
Nous poursuivons le raisonnement adopt dans [7] au lieu de la rgul-
arisation elliptique (cf. [1]). Les rsultats dans [1] concernant les
espaces avec poids (prepares dans le 1) y sont importants. Dans le
3, nous notons que les rsultats principaux dans [1] et [7] sont obtenus

comme applications du Thorme 2.5.

1. Espaces avec poids. Utilisons les notations darts [5]. Soit
Y un espace de Hilbert. On dsigne par L(0, T;Y) les (classes de)
fonctions tf(t) de carr intgrable sur [0, T] valeurs dans Y. Muni
de la norme

(1.1)

L(0, T; Y) est un espace de Hilbert. On dsigne par H(0, T; Y) les
(classes de) fonctions f telles que f,...,Df e L(O, T;Y), off Df
dsigne la drive (d’ordre m) de f au sens des distributions sur ]0, T[
valeurs dans Y. On le munit de la norme

(1.2) f [H(0.r;r) (l[f[ y))l/2
Soit maintenant A un op6rateur non born6 dans Y, auto-adjoint,

positif de domaine D(A). Soit q r6el, on considre l’espace de Hilbert
W(a, 0) comme suit"

W(a, 0)-{ulu e H(O, T Y), t"u e L2(O, T; D(AO)},
muni de la norme
(1.3) IlUllwm<.,o>--(llullm<o,; + t"ull(0.;,<0)))/:.

Th6orme 1.1 (cf. [1], [3], [6]). Supposons __1 <a. L’applica-
2

tion uD[u(O), (]-0,..., m--l) est linaire, continue et surjective de
W(a, 1) dans
D6signons par (a, 0) les u appartenant W(a, 0) telles que
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u(0) D-u(0) u(T) D-u(T) 0.

Thorme 1.2
tout entier m positif et tout fl, m<= <= a, nous avons l’inclusion
algdbrique et topologique

q+ml

Darts le cas a=--m on replace fl +m par 1.

2. Les quations Du+ t"Au f.
Dans la suite, suppons que a0.
Soient Y et A comme dans le 1. Posons

On mumit nouveau de la norme"
t/A/:u /

et du produit scalaire"
(2.2) E(u, v)= [Dtu, Dtv] + [t//u,
off dsigne le produit scalaire dans L(0, T; Y).

D4finition 2.1. Soit f e L(O, T; Y). Nous appelons u une
solution faible du problgme au bord"
(2.3) Lu----Du+ t"Au=f dans ]0, T[,
(2.4) u(O)=u(T)=O
si u vrifie
(2.5) E(u, v)-[f v], v e

Comme la forme vo[f, v] est continue sur ?, nous avons le tho-
rme suivant par le Thorme de Riesz.

Thorme 2.1. Soit f e L(O, T; Y). I1 existe une solution faible
u unique dans pour le problOme au bord (2.3) et (2.4). On a
l’indgalitd

La constante C ne ddpend pas de f e L(O, T; Y).
)Dans la suite, les C dsignent des constantes diverses.

Th4orme 2.2. Soient f e L(O, T; Y) et u e la solution faible
du problme au bord (2.3), (2.4). Nous avons A/("/+)u e et l’inggalitg
(2.7)
La constante C ne ddpend pas de f e L(O, T; Y).

D4monstration. Soit

A:ii’dE(), 00 (c. [10]).

Pour f e L(0, T; Y), dfinissons f(220) par
(2.8) A(t)=E(2)f(t), OgtgT.
On vrifie que
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(2.9) f(t) e L(O, T; D(Ag), 0<=0< c,
(2.10) lim f=f dans L(0, T; Y).

Ensuite, considrons le problme au bord (2.3) et (2.4) avec f=f.
I1 existe la solution faible u e r telle que

(Th4orme 2.1). De plus, nous vrifions faeilement que Au e
0g0<. On a partieulirement t"Au e E(O, T; Y).

Comme l’quation (2.3)s’erit" --Du=--t"Au+f, il s’ensuit que
u e W(a, 1) et u vrifie (2.3).

Prenons f-AV("/+)L, u-v-AV("/+)u,- nous avons

AiI<I+)u ll E(AII("/+)u, A12<"l+)u)
[fll/(./+)r A1/(./+)u]

o ous vons utilis 1 Thorm 1, pour , m-l, s=,
-0. On en dduit que

En aisant tendre 2 vers inni, on obtiet (2.7). C.Q.F.D.
Th6orme 2.3. Soient f E(O, T ) et u comme ci-dessus.

Noo e --1, et e tielier, oo

(2.11) t"/-A’/:ullz:(o,;,) CII fll,(0,; ).
La constante C ne dgpend pas de f.

D6monstration. Nous avons

o nous avons utilis le thorme 1.2 au cas m--1, s--, ----1.2’ 2

Par l’inglit (2.7), on obtient (2.11). C.Q.F.D.

Thorme 2.4. Soient f e L(O, T Y) et u e z comme ci-dessus.
Nous avons t"/Al/u e r et l’indgalitd
(2.12) t"lAlull cII fll:(0,r; ).
La constante C ne ddpend pas de f e L(O, T; Y),

D4monstration. Soient faet u(2 20) comme ci-dessus. Comme
dans la dmonstration du Thorme 2.2, on a

t=/A/u , =Au e L(O, T; Y),
et

Lua- --Du+tAu=f dans ]0, T[.
En notant que

L(t"iAiiu,)- t’iAii’f + " t"i-’Aii’Dtua + " ( 1] a/2--2Al/2u2,
l
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on a

Ilt:iAiull-r-:iir, , f:iAiu] + [:i-AiDu

Etudions les trois termes droite"
[t:/A/%, t:/A’/u]l CIILIl.<o.;>" $:/A:u:lle

I[t"/A/Du, t:n-A’lu]

t.l-Aiilu]I[Dt(t"/A/u), t"/-Alu]l + I[t"/-Aiu,

(Thorme 2.3).
[t:/A/:u, t"lA/u] t"/-Alu < C IfiL(O, T; Y) (0

(Thorme 2.3).
D’ofi il s’ensuit que

t"/A/:ull CIILII.
En aisant tendre 2 vers infini, on a (2.12). C.Q.F.D.

Par le Thorme 2.4, et (2.3) on a DueL(O,T; Y) (donc
u e W(a, 1)) et compte tenu du Thorme 1.1 on obtient le

Th4ome 2.5. Soient f e L(O, T Y), a e D(A/(+)) et a e D(AI).
I1 existe une solution u unique dans W(q, 1) pour le problme au bord"
(2.3) Lu=--Du+ t"Au=f dans ]0, T[,
(2.4)’ u(0)-- a,, u(T) a.
L’application u(f,a,a) est lindaire, continue et surjective de
W(a, 1) dans L(O, T Y) D(A/(+)) D(Ai). On a l’inggalitg

]. Quelques applications et nralisations.
(i) Soit 9 un domaine born dans R de frontire assez rgul-

ire. Nous prenons Y=L(9) et
A--- Ds(aa(x)D),

l,jn

avec les hypotheses suivantes
aa, r4els, e C(9), a-aa, lgi, dgn,
aa(x)Coll, CoO, e R, dans .

l,jn

Alors A est un oprateur auto-adjoint, positif de domaine
D(A)=’(9) m

Donc, Thorme 4.2 dans [7] est obtenu comme dans le cas parti-
culier du Thorme 2.5.

(ii) On peut tendre le rsultat dans (i) pour l’quation

Lu=LLu--t" Da(a(x, t)Du)=f
l,j

off Lu=a(x, t)Dtu+ b(x,, t)u, a(x, t), b(x, t) e C(Q), a(x, t) ne s’annulant
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pas sur Q, Q-tg]0, T[, aj(x, t) rels, e C(Q), aj(x, t)-a(x, t),
l<=i, ]<=n, et

a(x, t)$$>=Col 1, Co>O, e Rn, dans Q.
l_i,j_n

Donc, le Thorme II, 3 dans [1] est dmontr partir de ce rsultat.
(iii) On peut dmontrer l’analyticit des solutions des quations

Ut 2ff t21 E D(a(x, t)Du)=f k=0, 1, 2, ...,
1K_ij_n

par la mthode adopte dans [7], off les onctions a(x, t) sont analy-
tiques dans Q =/2 ]- T, T[ avec les conditions d’ellipticit comme ci-
dessus.
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