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72. Sur le Type d’Ordination de Famille Monotone
d’Ensembles

Par Tosiyuki TuGUf et Zen-iti OKUYAMA
Université Métropolitaine, Tokyo
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., May 13, 1954)

1. Le but de cette note est de donner les conditions pour que
diverses familles d’ensembles et monotones présentent les types
d’ordinations lindaires. Nous dirons avee M. A. Denjoy® qu’un
ensemble ordonné E présente un type d’ordination linéaire si E est
semblable 4 un ensemble linéaire, et qu’un ensemble ordonné E
présente un type d’ordination planaire si E est semblable a un
ensemble de points situés sur un plan et ordonnés alphabétiquement.
Considérons une famille § d’ensembles conténus dans 1’espace eucli-
dien U, a r dimensions et tels que, de deux quelconques d’entre eux,
I'un contient 1’autre, et ordonnons entre eux dans le sens de la
décroissance — c’est-a-dire de facon que lordination E,<FE, soit
simultanée a la relation 'inclusion FE,D E,.» Nous I’appelons une
famille monotone.

Si la famille donnée T consiste d’ensembles fermés et est
monotone, on sait que cela présente un type d’ordination linéaire.®
Voici une démonstration trés briéve. Soit:

(1) Ugy Ugy « vy Uny
une base ouverte, énumérée et bien déterminée de I’espace U..

Maintenant, définissons les applications f™(K) pour tout ensemble
de ¥ de maniere que

(2) FoEm={
et posons

(8) r@E=550.

n=1

0, lorsque E(u,=0,
1, lorsque ENu,=0,

Prenons deux ensembles E,, E, appartenants & &. Si I’on a E, % E,,
I'un contient ’autre proprement, soit p.e. E,D E,; on peut alors
trouver un point p tel qu'on ait pec E, et pe E,. E, étant fermé,
il existe un ensemble ouvert u, de la base (1) qui contient p, mais
auquel E, est disjoint. D’apres la définition (2), il est f™(E))=0,

1) A. Denjoy: L’énumération transfinie, Livre I (1946).

2) Nous écrivons E\> E;, lorsque FE; 2 K, et K= E;.

3) A. Denjoy: Loc. cit., et C. Kuratowski: Sur les familles monotones d’ensembles
Sermés et leurs applications o la théorie des espaces connewes. Fund. Math., 30 (1938).
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mais f™(E)=1.

D’autre part, U'inclusion E, D E, extraine que pour tout nombre
naturel %, si f™(E,)=1, on a toujours f™(E,)=1. Donec, on a f(E))
< f(E,), d’aprés la définition (8). D’ou, f(E) est une application
conforme demandée.

Ce fait a aussi lieu pour une famille & d’ensembles ouverts,
mais il n’a pas en général lieu pour celle d’ensembles fermés ou
bien ceux ouverts — surtout, celle d’ensembles F,. Voici les ex-
emples trés simples:

1°. La famille des intervalles [z,17(0 <« < 1) et les intervalles
[#,1], qui consistent de tous nombres réels §:2 <6100 < 1),
ne présente aucun type d’ordination linéaire comme on voit sans
peine.

2°. Pour tout point (z, y) du rectangulaire Q(0<x=<1, 0=<y=<1),
posons

E<w,w=£1}3)s[(5m) €Q.[E>w.V  (E=2)n>y)]].

La famille de tous ensembles E,,, ne présente alors aucun type
d’ordination linéaire.

2. Maintenant, considérons le cas ou & est une famille d’en-
sembles F,. Nous avons le

Théoréme 1. Toute famille F monotone d’ensembles F, présente
un type d’ordination planaire.

En effect, on peut appliquer % dans le rectangulaire Q0 =z =1,

0<y=<1) par O(E)=(f(E), 1—f(E—E)),” en utilisant I’application

(8), parce que E—E est fermé pour tout ensemble E de la classe
F

o
Avant d’énoncer le théoréme 2, nous posons quelques définitions.

Définition 1. Un ensemble E de & est dit un élément de pre-
miére espece de § si Ens(X e F.X=E) n’admet qu’un seul élément
X

E lui-méme, et il est dit un élément de deuxieme espece de T si non.
Définition 2. Une famille & est dit de jouir de la propriste P

si la totalité des E, tels que E soient les éléments de deuxieme
espece de &, est au plus dénombrable.

Théoréeme 2. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
famille § monotone d’ensembles F, présente un type d’ordination
linéaire est qu’elle jouisse de la propriété P.

En effect, si & ne jouit pas de la propriété P, il y a des
ensembles E indénombrables tels que E soient des éléments de
deuxiéme espece de &, et donc, on verra sans peine que % ne pré-
sente aucun type d’ordination linéaire.

4) Désignons par E la fermeture de F, et E—F la différence de E et E.
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En autre part, si & jouit de la propriété P, la totalité de E,
tels que E soient les éléments de deuxieme espéce, est au plus
dénombrable; 1’énumérons et soit:

(4) E,E,..., E,.

Pour tout ensemble E de %, définissons I’application ¢(E) comme
il suit:

(5) P B=Lr@+ 5 1,

2 neocm 3"

ou o(E) est un ensemble de nombres naturels n tels qu’on ait
E,DE. Nous avons alors

(6) si ELE (EDE), ¢F)=qeE)
pour deux ensembles E et E' de 3.

Ensuite, si F est un élément de premiere espece de %, posons

(7) F(E)=p(E),
si non, posons
(8) ) =p(B) =2 f (B-E),

ol 7 est un nombre naturel tel qu'on ait E=E,.
On verra sans peine que f,(E) réalise une application conforme
entre ¥ ordonnée et un ensemble linéaire.

3. Soit E un ensemble quelconque conténu dans U,. Posons
inductivement:

(10) R(E)=E, R(EY=FE—E et R,E)=R, (E)—R._(E).
Nous avons le

Lemme. Pour qu’un ensemble E soit une somme de m ensembles
F,:

EZ(E_F2)+(F3—F4)+ e +(F2m-1—‘ Zm)’

ot Fy(k=1,2,...,2m) sotent fermés, il faut et il suffit que R.n(E)
sott vide (c’est-a-dire Ry, (E) soit fermé).

Dés maintenant, nous appelons E un ensemble (D,) si E est
une somme de m ensembles Fi.

De ce lemme, il résulte que si E est un ensemble (D,), E est
écrit univoquement en 1’égalité suivante:

E=R0(E5—R1(E) +R2(E) ‘Rs(E) + . ‘Rzm-z(E) _R2'm—l(E)°

Maintenant, nous pouvons poser les théorémes généralisés pour
deux théoremes précédés.

Théoreme 3. Etant donné un nombre naturel m, une famille
& monotone d’ensembles (D, est semblable & un ensemble de U,
ordonné alphabétiquement.
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Ensuite, pour un nombre naturel %, désignons par R, (F) la
famille de tout ensemble R,(E) dont E appartient a .

Théoreme 4. Etant donné un nombre naturel m, la condition
nécessaire et suffisante pour qu’une famille T monotone d’ensembles
(Dy) présente un type d’ordination linéaire, c’est que §F et Ry (F)
(k=1,2, ...,2m—2) jouissent de la propriété P.

Il n’est pas du tout difficile de prouver la nécessité de mnotre
condition. Pour vérifier qu’elle soit suffisante, supposons que F et
R(@&)k=1,2,...,2m—2) jouissent de la propriété P.

D’abord, dans & s’il existe des éléments E de deuxiéme espéce,
la totalité des fermetures de tels éléments est au plus dénombrable ;
Pénumérons et désignons encore par (4). Pour tout #, soit &, la

famille de tout ensemble E appartenant a & et tel qu’on ait E=E,
(si la suite (4) est terminée a »’, posons &F,=0 pour n>n"). Ensuite,
faisons E,(%.) pour tout F,. Dans une R,(F,) de celles-ci §’il existe
des éléments R,(E) de deuxiéme espece, la totalité des fermetures

R,(E) de tels éléments est au plus dénombrable, parce que R, (&)
jouit de P et R,(J,) & B(J); I'énumérons et désignons par

1n Ryiy Rupzs s By -+
Pour tout n, soit F, . la famille de tout ensemble E appartenant
4 n, et tel qu'on ait R(E)=R,,, (si la suite (11) est terminée a
n/, posons Fn =0 pour n>n'). Si, dans une R,(F,) il n’y a pas
d’éléments deuxiéme espece, posons, F,,.=0 pour tout n. Et ainsi
de suite.

En supposant qu’une sous-famille %},,0,,1...,% de T soit définie
pour un systéme fini (ny,n, ...,%;) de k+1(k <2m—38) nombres
naturels, nous définissons Fnp,...npn DOUr n=1,2,... . Si Bngng. -
n’est pas vide, nous faisons R, @nm...n,) DPOUr Fppn.om,. Dans
Ry (Bngnym,) 8'1l existe des éléments Ry,,(K) de deuxiéme espece,
la totalité des fermetures R, (E) de tels éléments est au plus
dénombrable, parce que R.. (&) jouit de P et R (B -ng) & Frs
(&); I'énumérons et désignons par

12) B, ooompts Bgngeoomgy2s -+« Bngngecongome - -
Pour tout 7, s0it Fuy,...n,,» 1a famille de tout ensemble E appartenant
a Fngpy.n, €6 tel qu’on ait R};(E7)=Rnonl...n,c,n (si la suite (12) est
terminée a n' naturel, posons Fnp,..n,n=0 pour n>n'). Si, dans
By i@ ngny-m,) il 1’y a pas d’éléments de deuxiéme espéce, posons
Bngny-onpn=0 pour tout z.

Pour toutes familles Fny,...n, (£=0,1,2, ...,2m—2) ainsi définies,
nous avons

(13) gnonlmn,c ; %nonlounknk.,.l)
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(14) Si ("o, %n sy nlc) #("6, %1, T n;)» gnony--nk n gno'nl'---«nk'zoo
Maintenant, définissons I’application @ugp,...., () pour tout en-
semble E de ..., £=0,1,2,...,2m—2) comme il suit:
1 s 1
(15) ¢n0n1“-n1¢(E) 9 S (B (B)) + S e 30’

OU opy,..n,(I0) est un ensemble de nombres naturels n tels qu’on

ait Rnonl...nk,n;er(ES.

Soit E un ensemble queleconque appartenant a &F. Si E est un
élément de premiére espéce de F, posons

(16) Su(B)=p(H).
Si non, il y a deux cas.

Ou bien il existe un et un seul nombre entier k(0 <k <2m—3)
et un systéme de nombres naturels (n,, %, ..., %) tels qu’on ait:

1) E¢Fupomp 6 EEUBugeonne
En ce cas, 8’il y a des éléments deuxieme espéce de Ri.(Fngny.n )
posons
_ 1 (___ 1)/¢+1 »
(18) fm(E)_¢(E) - 'ga ¢n0(E) +oeeet ”‘—"’—Wgononl-.-n;,,(E)’

QrgFnytees

et ¢’il n’y en a rien, posons

(19) fm(E)=¢(E)—§%¢nO(E)+...+_ (—l)k

Gro+nyters gy

¢n0n1~--nk_ I(E)

( . 1)E+1 e
+§1‘mf (R/HI(E))'
Ou bien il existe un systeme de nombres naturels (ng, %, - ..,
Nam—2) tel qu’on ait:

(20) E € gnonln-ngm_y
En ce cas, posons

@1) FulB)=p(B) = pn ()t

grotng+ees +ngm—s

¢'n0n1- o NIM— 3(E)

— 1 (R, (E).

3n0+n1 Foee + N2y -2

On verra sans peine que f,(E) réalise une application conforme
entre & ordonnée et un ensemble lindaire.



