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12. Sur les Espaces Complets et R$guli.rement
Complets. III

Par Kinjir5 KUNUGI, M.b.A.

(Comm. Feb. 18, 1955)

1. Revenons au problme de completion. Nous sommes mainte-
nant clans la position de plonger R dans l’espace S. Pour ce but,
introduisons d’abord deux axiomes suivants.

Axiome T de sparation: Pour toute paire de deux points dis-
tincts pet q, il existe un voisinage V(p) de p qui ne contient pas
l’autre point q.

Axiome (b): Soient p, q deux points quelconques de R. Sup-
posons que p n’appartienne pas un voisinage V(q) de q dont le rang
est V(q) . Si r est un point distinct de q et si deux voisinages
u(r), u(r) de r satisfont l’inclusion V(q)u(r)u(r) et si l’on a
u(r) e , u.(r) e , ]/<, alors il existe un voisinage w(p) de
p qui est disjoint de u(r).

Or, tant donn un point quelconque p de R, dgsignons par. (p) la
famille de routes les suites ondamentales Vo(Po)V(p)... v(p)
.., Oa<o, dont tousles termes v(p) contiennent le point p. I1

faut remarquer d’abord que (p) n’est pas vide. En effet, choisissons
un voisinage de rang quelconque v(p) de p et posons Vo(p)-v(p).
Soit a un nombre ordinal tel que 0<a< et supposons que nous
ayons dj une suite des voisinages Vo(p)v(p)...v(p)...,
0B<a telle que v(p) , %<:%<. <:%<:- Alors, la partie
commune ( v(p) contient un voisinage u(p) de p, puisque a est in-

frieur la profondeur (R). Posons /--sup 7 et appliquons la
condition (a) u(p)et /. I1 existe alors un voisinage v(p) de p de
rang / suprieur /. Ainsi nous pouvons dfinir une suite fonda-
mentale: Vo(p)v (p)...v(p)..., Oa<o qui appartient

Deuximemert, la famille (p) esg filgran$e, c’est--dire pour
deux suites ondamentales de (p), u= Iu(p)},u(p) e v,, 0a<:,
v=[v(q)}, v(q)ev,,, 0B<:, il existe une suite de (p),
w-- [w(rr)}, 0/<, :>max (,, ) telle qu’on air a la lois
wu, wv. Pour le voir, il faut remarqaer d’abord que, sans
restreindre la gnralit, deux nombres ordinaux inaccessibles et

peuvent tre supposes gaux ,. D’aborcl, puisque nous avons
p e u0(P0) ( Vo(qo), il existe, vu l’axiome (B) de Hausdorff, un voisinage
w(p) de 1o tel qu’on ait w(p)Uo(Po)(Vo(qo). Posons d’autre part
/--max (7o, /o). Appliquons la condition (a) a w(p) et 7. I1 existe
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donc un voisinage w0(p) de p contenu dans w(p) et de rang, soit
dsign par 7o, suprieur 7. Soit ensuite a un nombre ordinal
tel que 0<a<, et supposons qu’on air djk choisi une suite des
voisinages de p" w0(p)w(p)-..w(p).-., 0__/9<:a qui jouit aux
proprit6s suivantes: (1) w(p)u(p)v(p); (2) w(p)
entrane 7’’<’r (3) /"_max (/, 7’). Puisque a

suite Wo(p)w(p)...w(p)...n’est pas maximale. Donc, il
existe un voisinage w(p) de p qui est contenu dans la partie com-
mune ( w(p). Posons d’autre part /*--sup /’ et /--max(/*, /, 7).
En verCu de l’axiome (B) de ttausdorff, il existe un voisinae wr(p)
de p, conCenu dans la pattie commune w(p)( u(p)(")v(p). Appli-
quons mainenan la condiion (a) wr(p) e /.

voisinage w(p) contenu dans w(p) et de rang / suprieur &, 7.
Nous avons ainsi dfini une suite fondamentale w-- [w(p)}, 0a<.
La suite w ainsi dfini satisfait, d’aprs le procddd des choix que

nous avons effectus, deux ingalits wu, wv.
Troisimement, nous ddmontrons que (p) est une collection

maximale. Si, par impossible, (p) n’est pas maximale, il existe
une sous-famille proprement dire de (p) qui est aussi filtrante.
.Dsignerons-le par (. ( possde donc une suite fondamentale u

[u(p)}, 0a< qui n’appartient pas & (p).
I1 y aura trois cas possibles. Premier cas off o<o. Nous

avons dj vu qu’il existe une suite ondamentale v-[%(p)},
0B< qui appartient (p). Puisque ( est filtrante, ( possde
ne suite ondamentale w= [w(qr)} qui satisfait la fois wu et
wv. Or, w n’appartient pas (p). En effet, si w e(p), on

aurait pewr(qr)pour tout 7, 0/<o. Mais, puisque u-(p), il
existe un nombre ordinal a* tel que p u.(p.). Alors, wu veut
dire qu’il existe un 7 tel que wr(qr)u.(p.); l’inclusion-ci entraine
p- w(q) qui est un absurde. Ainsi, w n’appartient pas (p), et
par consequent nous pouvons supposer, sans resreindre la gnralit,
que o=

Deuxime cas od o-- et off il existe une suite partielle a,
0%$<o telle qu’on air p--q pour tout , 0<o, q tant un
-point de R. Alors, q appartient tous les termes de u. Donc q
est distinct de p. Nous pouvons alors appliquer l’axiome T de
sparation. I1 existe donc un voisinage V(p) de p qui ne possde
pas le point q. Mais, comme nous avons dj vu, il existe, en vertu
.de la condition (a), une suite fondamentale Vo (p)__v (p) ..-
%(p)..., O--%B<to elle que vo(p)V(p). 6J tant filtrante, il
existe alors une suite fondamentale w-[wr(qr)}, O</<to de ( telle
qu’on air la fois wu et wv. Puisque wv, il existe, pour
%(p), ua nombre ordinal 7* tel que w.c.(qr.)Vo(p)V(p). Done, on a
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q Wr,(q,). Par cons.quent pour tous les nombres % /--->7", on a
q w(qr), ou qr=q (pour /7").

Puisque u (p), il existe un,nombre ordinal a* tel que p u,(p,).
I1 existe alors un * tel que a,a*. Par consequent, on a
pu,(p.,) et p,-q. Soit v le rang de u,(p,). Mais d’autre
part puisque wu, il existe, pour u,(p,) un nombre ordinal 7**
tel que wr**(qr**)u,(p,.). Puisque [w(qr)} est une suite 2onda-
mentale, il existe deux nombres ordinaux % et 7 els que
max (*, 7"*)7<, qr=q et qu’on air w(q.) e , Wr(qr) e ,
vv,<w avec p u,(q). Alors, nous pouvons appliquer l’axiome (b).
I1 existe donc un voisinage W(p) de p qui est disjoint de wr,(qr).
Mais d’autre par, comme nous avons vu, en vertu de la condition
(a) il existe une suite fondamentale v" v(p) v[(p)... v (p) ...,
0B< telle que vo’(p)W(p). Puisque v’ e (p), on a v’ e . Or,
v’ et w e veulent dire qu’il existe une suite fondamentale
w’={w(qr)}, 0y< qui satisfait la lois w’v’ et w’w.
Ceci est absurde; en effet, pour v(p), il existe un nombre ordinal
o tel que 7>T0 entraine w,(qr)vo(p), c.-a-d.

w(q) Wr,(qr,)--O. ( 1 )
D’autre part, w’w veut dire qu’il existe, pour Wr(q.r), un nombre
ordinal 7 eel que 7>7 entralne

Wr(qr)Wr=(qr,z). 2 )
(1) et (2) sont videmment contradictoires pour 7max (7o,

Troisime cas oh= et off, pour *out nombre ordinal a, il
existe un nombre ordinal --(a)>a tel qu’on a pvp ds que
$>. Puisque u-(p), il existe un nombre ordinal a* tel que
.p g u,(p ,). Mais, vu la supposition, il existe un nombre =g(a*)
tel que $> entraine pvp,. Posons q=p,. Puisque p e u,(p=,),
on a pq. Alors, en vertu de l’axiome T, il existe un voisinage
V(p) de p qui ne possde pas le point q. Soit v le rang du voisinage
u,(p,). Puisque u est une suite ondamentale, il existe un nombre
ordinal $ et $ tels que max (, a*)< $,< $, u(p)
.vv<w, p-p. Or, a*<$<$ entralne u(p,)u(p)u,(q) et
p e u=,(q). D’autre part, g< $, < $ entralne pv,--pvq. Donc, en
vertu de l’axiome (b), il existe un voisinage W(p) de p qui est dis-

joint de uv(pv). partir de cette consdquence, nous pouvons rai-
sonner de la m&me manire que le deuxime cas pour aboutir g une
contradiction.

Ainsi, dans tousles cas, nous sommes emmen4s un absurde et
cela signifie que (p) est une collection maximale. (p) appartient
donc g S. D4signons par R* l’ensemble de tous les points (p)dans
S. On a donc R*S.

2. Nous d4montrons maintenant (p) fournit une application
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homdomorphe de R en R*.
1) (p) est une application biunivoque. Soient, en effet, p,

deux points distincts de R. En vertu de l’axiome T de sparation,
il existe alors un voisinage u(p) de p qui ne contient pas le point q.
D’autre part, il existe, comme nous avons dj vu, une suite fonda-
mentale des voisinages de p- u--- {u(p)}, 0_<:_a<, telle que Uo(p)u(p).
u appartient (p), mais n’appartient pas (q). Donc (p)(q).

2) (p) est continue. Posons p*=(p) et soit W(V, p*) un
voisinage quelconque de p* dans S, V tant une coordinne de p*.
I1 eiste donc une suite fondamenta]e u= [u(p)}, 0a<o des voi-
Sinages de p telle que Uo(p)---V. V contient donc le point p. Pour
a et V, la condition (a) veut dire qu’il existe un voisinage w(p) de
p du rang B supdrieur a et qui est contenu dans V. Je dis que
(q) appartient W(V, p*) ds que q e w(p). En effet, q e w(p) nous
permet de considrer w(p) comme un voisinage de q. Donc, vu la
condition (a), il existe un voisinage v(q) de q tel que v(q)w(p),
v(q) e . v(q) tant une coordinnde de (q), posons v(q)-D. Ainsi,
nous avons B et D tels qe, pour route coordinne C de p* il existe
un point x qu’on peut supposer x=p, et un voisinage v(x)=w(p)qui
satisfait Dv(x)V, v(x) , B> a. Cela veut dire (q) e W(V, p*).

3) -(p) est continue. Soit p*-(p) un point quelconque de R*
et u(p) un voisinage quelconque du point p--(p*). I1 existe alors
une suite 2ondamentale u= [u(p)} de voisinages de p telle que
Uo(p)u(p). Posons V=uo(p), Uo(p) e ro, B=/0, et considrons le voi-
sinage W(V, p*)de p. Nous allons montrer qu’on aura q e u(p)
ds que (q) W(V, p*). En effe, (q) W(V, p*), (q)p* veut
dire qu’il existe un rang et une coordonne D tels que, pour route
coordonne C de p*, il existe un point x de C et un voisinage V(x)
de x satisfaisant DV(x)V, V(x) , B7. D dtant une co-
ordonne de q*-(q), on a q e D. D’autre part, nous avons DV(x)
V=vo(p)u(p), c.--d, q e u(p). I1 nous reste examiner le cas
off (q)=p*. Dans ce cas, nous avons dj vu qu’on a q=p. Donc
q u(p).

3. Dsignons par S* la somme de R* et l’ensemble de tousles
points non isols de S. Nous allons dmontrer que R* est partout
dense dans S*. Pour cela, soit p* un point quelconque de S* et
W,(V, p*) un voisinage quelconque de p*, et montrons qu’il existe
au moins un point q* de R* contenu dans W(V, p*). Or, puisque
V est une coordoande de p*, il existe une suite fondamentale
Vo(P0)v(p)...v(p)..., 0B< telle que V=Vo(P0). Posons
v(p) .

Remarque. On sera tent de considrer qu’il existe un /9 tel
que (p) appartient W(V, p*). Mais, il faut remarquer que ce
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n’est pas vrai en gnrale. En effet, considrons Exemple 4 (II, 4)
et soit $un nombre irrationnel quelconque. Par approximation suc-
cessive au moyen de la iraction continue, on a une suite des hombres
rationnels" Xo, x, x.,...tels que

x,=P,/Q, $-xl<(1/Q), Qo<Q<Q<""
Posons 7=QQ,., po=X0, p=p_=x(n=l, 2,...),

v(p)=E(xx<x+ 1/,,), n=0, 1, 2,...
v,_(p_)=E(Xx<x+ 1/7_), n= 1, 2,

oh x d6signent les nombres rationnels."
Dans ce cas, [v(p)}, n=0, 1, 2,... forment une suite fonda-

mentale des voisinages dans R. Posons p*-$; alors, on voit bien
que p (qui sont tous inf6rieurs $) n’appartient W(V, ) pour
aucun n, puisque p e W(V, $) entrainerait

Revenons la d6monstration et supposons que p* R*. Puisque
p* n’est pas isol6, il existe un point q* qui appartient W(V, $).
Doric, il existe un rang (0<) et une coordonne D de q* els
que pour route coordonn6e C de p* il existe un point x de C et un
voisinage v(x) de x satisfaisant Dv(x)V, v(x) ,

D 6rant une coordonn6e de q*, il existe une suite fondamentale
u= [u(q)}, 0B< dont le premier erme Uo(qo) coincide avec D.
Posons q (q). Alors, comme nous avons d6j vu, D=u0(q0) est
une coordonn6e de q. Alors, d’aprs la d6finition elle-mme, q
appartient W(V, p*). Donc, R* est partout dense dans S*.

Enfin, remarquons que S peut avoir des points isol6s qui n’ap-
partiennent pas R*.

Exemple 6. Consid6rons l’ensemble S de tous les points x de
l’espace N+ qui satisfont l’in6galit6: x$, $ 6rant un nombre
irrationnel quelconque, mais donn6 d’avance. Dsignons par R l’en-
.semble de tous les hombres rationnels contenus dans S. La topologie
de S (et de R) sera identique celle de l’Exemple 4 (mais consid6r6e
relativement S (SCN+)).

En compl6tant R, on obtient S. Mais, dans ce cas, $ est un
point isol6 de S et $ n’appartient pas R*. ( suivre)

1) E(P(x)) ddsigne l’ensemble de tousles points x qui satisfont la condition

.P().


