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12. Sur les Espaces Complets et Regulierement
Complets. 111

Par Kinjir6 KUNUGI, M.J.A.
(Comm. Feb. 18, 1955)

1. Revenons au probléme de complétion. Nous sommes mainte-

nant dans la position de plonger R dans V'espace S. Pour ce but,
introduisons d’abord deux axiomes suivants.

Axiome T, de séparation: Pour toute paire de deux points dis-
tinets p et ¢, il existe un voisinage V(p) de p qui ne contient pas
TYautre point q.

Axiome (b): Sotent p, q deux points quelconques de R. Sup-
posons que p n’appartienne pas 4 un voisinage V(q) de ¢ dont le rang
est v: V(Q)eDB,.. St r estun point distinct de g et si deux voisinages
w (1), uy(r) de r satisfont a Uinclusion V(g) 2Du,(r)2Du,r) et sil’on a
u,(r) € By u(r) € B, v=<7,<7,, alors il existe un voistnage w(p) de
D qui est disjoint de u(r).

Or, étant donné un point quelconque p de R, désignons par. F(p) la
famille de toutes les suites fondamentales v, (D)) 20,(P)2- + + 2 V(D)2
co+, 0<a<w,, dont tous les termes v,(p,) contiennent le point p. Il
faut remarquer d’abord que F(p) n’est pas vide. En effet, choisissons
un voisinage de rang quelconque v(p) de p et posons v,(p)=v(p).
Soit @ un nombre ordinal tel que 0<a<w, et supposons que nous
ayons déja une suite des voisinages v,(p)=2v,(P)2: - -2Dv(P)2---,
0=B<a telle que vy(p) € B, vo<¥,<---<¥<--- . Alors, la partie
commune {B‘]'vp(p) contient un voisinage u(p) de p, puisque « est in-
férieur & la profondeur w(R). Posons y=sup v, et appliquons la
condition (a) & u(p) et y. Il existe alors un iroisinage v, (p) de p de
rang ¢, supérieur & y. Ainsi nous pouvons définir une suite fonda-
mentale: v(p)2v, (P)2- .- Dv(p)2---, 0<a<w, qui appartient &
& ().

Deuxiemement, la famille TF(p) est filtrante, c’est-a-dire pour
deux suites fondamentales de (D), U= {uu(Ds)},%u(Ds) € Birry, 0<a< 0y,
v={0(®%)}, V(@) € Brrr,, 0<B<w,, il existe une suite de F(p),
w={w,(r)}, 0=<v<w,, o,=max (o,, o,) telle qu'on ait a la fois
w=<u, w<v. Pour le voir, il faut remarquer d’abord que, sans
restreindre la généralité, deux nombres ordinaux inaccessibles w,, et
w,, Peuvent étre supposés égaux i »,. D’abord, puisque mous avons
D € Uy(D,) N V6(Qo), il existe, vu I'axiome (B) de Hausdorff, un voisinage
w(p) de p tel qu’on ait w(®)=up,) Nv.(q,). Posons d’autre part
vy=max (v, v/). Appliquons la condition (a) & w(p) et v. Il existe
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donc un voisinage w,(p) de p contenu dans w(p) et de rang, soit
désigné par v}’, supérieur & . Soit ensuite « un nombre ordinal
tel que 0<a<w, et supposons qu’on ait déja choisi une suite des
voisinages de p: wy(P)2w;(P)2- - - Dwy(p)- - -, 0<B<a qui jouit aux
propriétés suivantes: (1) wy(p)Suy(p) N ve(p); (2) ws(P) € Brp"; B1<Be
entraine v/ <v{/; (8) vi’=max (v, 7{/). Puisque a<w,=w(R), la
suite wy(p)2w,(P)=2- + - Dwy(p)=- - -n’est pas maximale. Done, il
existe un voisinage w(p) de p qui est contenu dans la partie com-
muneosrggava(p). Posons d’autre part y*=sup v’ et y,=max(v*, v, v4).
En vertu de 'axiome (B) de Hausdorff, il existe un voisinage w'(p)
de p, contenu dans la partie commune w(p) () u.(p) Nv.(p). Appli-
quons maintenant la condition (a) & w'(p) et v,. Il existe donc un
voisinage w,(p) contenu dans w'(p) et de rang v’ supérieur & ..
Nous avons ainsi défini une suite fondamentale w= {w.(p)}, 0<o< w,.
La suite w ainsi défini satisfait, d’aprés le procédé des choix que
nous avons effectués, & deux inégalités w<u, w=<w.

Troisitmement, nous démontrons que F(p) est une collection
maximale. Si, par impossible, $F(p) n’est pas maximale, il existe
une sous-famille proprement dite de F(p) qui est aussi filtrante.
Désignerons-le par &. & posséde done une suite fondamentale u
= {u.(Ds)}, 0<<a<w, qui n’appartient pas & F(p).

I1 y aura trois cas possibles. Premier cas ou o,<w,. Nous
avons déja vu qu’il existe une suite fondamentale v={vy(p)},
0<8<w, qui appartient & F(p). Puisque & est filtrante, & posséde
une suite fondamentale w= {w.(qg,)} qui satisfait a la fois & w=<u et
a w=<wv. Or, w n'appartient pas & F(). En effet, si w e F(p), on
aurait p € w.(g,) pour tout vy, 0<y<w,. Mais, puisque u € F(p), il
existe un nombre ordinal «* tel que P € Ux(Pyx). Alors, w<<u veut
dire qu’il existe un v tel que w.(g,)Su.+(Dx); 'inclusion-ci entraine
p€wq,) qui est un absurde. Ainsi, w n’appartient pas a F(p), et
par conséquent nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité,
que o,.=w,.

Deuxiéme cas o0 w,=w, et ou il existe une suite partielle a,
0=<f<w, telle qu’on ait p,.=q pour tout &, 0<f<w,, ¢ étant un
point de R. Alors, q appartient & tous les termes de u. Donec ¢
est distinet de p. Nous pouvons alors appliquer ’axiome 7' de
séparation. Il existe donc un voisinage V(p) de p qui ne posséde
pas le point q. Mais, comme nous avons déja vu, il existe, en vertu
de la condition (a), une suite fondamentale v,(p)2v,(p)=2---
Dv(p)=2- -, 0<B<w, telle que v(P)&V(p). G étant filtrante, il
existe alors une suite fondamentale w= {w.(q,)}, 0<y<w, de & telle
qu’on ait a la fois w=<<u et w<v. Puisque w=<v, il existe, pour
vy(p), un nombre ordinal yv* tel que w.x(g.+)Sv(P)SV(p). Done, on a
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q € wyx(q.x). Par conséquent pour tous les nombres v, y=v*, on a
g € w.(¢y), ou g;=Fq (pour y=v*).
Puisque u € F(p), il existe un nombre ordinal a* tel que D € Uyx (Dux).
Il existe alors un &* tel que a.x=>a*. Par conséquent, on a
D € Usps(Dayx) € Durx=q. Soit 5 le rang de .. (Pux). Mais d’autre
part puisque w=wu, il existe, pour %.4(P..«) un nombre ordinal y**
tel que W xw(@rix) SUors(Dars). Puisque {w.(¢,)} est une suite fonda-
mentale, il existe deux nombres ordinaux v, et v, tels que
max (y*, v**)<v;<v,, Q1= 0, et qu’on ait W, (QTI) € %m) sz(QTg) € S'B"'lg’
p=m; <7 avec P € U..,(g). Alors, nous pouvons appliquer ’axiome (b).
I1 existe donc un voisinage W(p) de p qui est disjoint de w.(g.,).
Mais d’autre part, comme nous avons vu, en vertu de la condition
(a) il existe une suite fondamentale v': v[(p) 2vi(P)=- - - Dvf(P)2-- -,
0<B<w, telle que v,/ (P)=W(p). Puisque v’ ¢ F(p), on a v ¢G. Or,
ve® et we® veulent dire qu’il existe une suite fondamentale
w'={wi(g,)}, 0<y<w, qui satisfait & la fois & w'=<v et w'<w.
Ceci est absurde; en effet, pour v,(p), il existe un nombre ordinal
7, tel que y>v, entraine wi(gl)=v!(p), c.-a-d.
wi(gr) N Wy (¢:,)=0. (1)
D’autre part, w'=w veut dire qu’il existe, pour w,(q,), un nombre
ordinal ) tel que vy>v} entraine
wi(g) Swy(e-,)- (2)
(1) et (2) sont évidemment contradictoires pour y=max (v,, v5).
Troisiéme cas ou w,=w, et ou, pour tout nombre ordinal «, il
existe un nombre ordinal {={(a)>a tel qu'on a p.=tp, dés que
§>{. Puisque u e F(p), il existe un nombre ordinal «* tel que
P € ux(D x). Mais, vu la supposition, il existe un nombre {=<,(a*)
tel que §>{ entraine p;=rp.x. Posons ¢=p.«. Puisque p € Uy« (Dux),
on a pq. Alors, en vertu de l'axiome T, il existe un voisinage
V(p) de p qui ne posséde pas le point q. Soit 5 le rang du voisinage
U, (Pux). Puisque u est une suite fondamentale, il existe un nombre
ordinal & et &, tels que max ({, o*) <&, <&, u; (p:,) € By, ue(p:) €T,
N=<ny DPy,=Ps Or, a* <& <§, entraine uy(p.,)“u:, (ps) Su.x(q) et
D € u.x(q). D’autre part, (<& <&, entraine p;=p;,==¢. Done, en
vertu de l'axiome (b), il existe un voisinage W (p) de » qui est dis-

joint de . (ps,). A partir de cette conséquence, nous pouvons rai-
sonner de la méme maniére que le deuxiéme cas pour aboutir & une
contradiction.

Aingi, dans tous les cas, nous sommes emmenés & un absurde et
cela signifie que F(p) est une collection maximale. F(p) appartient
donc & S. Désignons par R* 1’ensemble de tous les points F(p) dans
S. On a donc R*CS.

2. Nous démontrons maintenant F(p) fournit une application
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homéomorphe de R en R*.

1) F(p) est ume application biunivoque. Soient, en effet, p, ¢
deux points distincts de E. En vertu de I’axiome T, de séparation,
il existe alors un voisinage u(p) de p qui ne contient pas le point gq.
D’autre part, il existe, comme nous avons déja vu, une suite fonda-
mentale des voisinages de p: u= {u.(p)}, 0<a<w,, telle que u,(p) =u(p).
u appartient a F(p), mais n’appartient pas a F(g). Donc F(p)=F(q).

2) F(p) est continue. Posons p*=F(p) et soit WV, p*) un
voisinage quelconque de p* dans S, V étant une coordinnée de p*.
Il existe donc une suite fondamentale u= {u.(p)}, 0<a<ew, des voi-
sinages de p telle que u,(p)=V. V contient donc le point p. Pour
a et V, la condition (a) veut dire qu’il existe un voisinage w(p) de
p du rang B supérieur & o et qui est contenu dans V. Je dis que
F(q) appartient & WV, p*) dés que q € w(p). En effet, ¢ ¢ w(p) nous
permet de considérer w(p) comme un voisinage de ¢. Done, vu la
condition (a), il existe un voisinage v(g) de ¢ tel que »(@)Sw(p),
v(q) € B;. v(g) étant une coordinnée de F(q), posons v(¢)=D. Ainsi,
nous avons B et D tels que, pour toute coordinnée C de p* il existe
un point x qu’on peut supposer x=p, et un voisinage v(x)=w(p) qui
satisfait &8 Do)V, v(@) € B,, B>a. Cela veut dire F(q) € W (V, p*).

3) & Up) est continue. Soit p*=F(p) un point quelconque de R*
et u(p) un voisinage quelconque du point p=F~}(p*). Il existe alors
une suite fondamentale u= {u,(p)} de voisinages de p telle que
u(P)<u(p). Posons V=uy(p), uy(p) € B;,, B=",, et considérons le voi-
sinage Wy(V, p*) de p*. Nous allons montrer qu’on aura ¢ € u(p)
dés que F(g) € Wy(V, p*). En effet, §(q) ¢ Wy(V, p*), &(@)=Fp* veut
dire qu’il existe un rang u et une coordonnée D tels que, pour toute
coordonnée C de p*, il existe un point x de C et un voisinage V(x)
de « satisfaisant & DS V(@)ZV, V(x)e B, 8<y. D étant une co-
ordonnée de ¢*=(q), ona q e D. D’autre part, nous avons DSV (x)
CV=v(p)<u(p), c.-a-d. qcu(p). Il nous reste & examiner le cas
ou F(g)=p*. Dans ce cas, nous avons déja vu qu'on a ¢g=p. Donc
q € u(p).

3. Désignons par S* la somme de R* et ’ensemble de tous les
points non isolés de S. Nous allons démontrer que R* est partout
dense dans S*. Pour cela, soit p* un point quelconque de S* et
WV, p*) un voisinage quelconque de p*, et montrons qu’il existe
au moing un point ¢* de R* contenu dans WV, p*). Or, puisque
V' est une coordonnée de p*, il existe une suite fondamentale
V(Do) 20,(P)2 - - - D0(Ps) 2 -+, 0<B< e, telle que V=v,(p,). Posons
v5(D;) € By

Remarque. On sera tenté de considérer qu’il existe un B tel
que F(p;) appartient a WV, p*). Mais, il faut remarquer que ce
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n’est pas vrai en générale. En effet, considérons Exemple 4 (II, 4)
et soit £ un nombre irrationnel quelconque. Par approximation suec-
cessive au moyen de la fraction continue, on a une suite des nombres
rationnels: «,, «;, Z,, ...tels que
Lyl Ly <Ly < v+ <EC e s << <Y,y
xn:Pn/Qn, Ie_xnl<(1/Q'n)2’ Q0< Q1<Q2< e

Posons vn=@nQn-1, De=%0; Pon="Den-1=Tm(n=1,2,...),

vzn(pzn)zg(w2nsx<x2n+1/729;)» n=0,1,2,...

vzn—l(pm—1)=§'(x2nsx<xzn+ 1/ym-1), n=1,2,...

ou x désignent les nombres rationnels.?

Dans ce cas, {v,(o.)}, n=0,1,2,... forment une suite fonda-
mentale des voisinages dans R. Posons p*=§&; alors, on voit bien
que p, (qui sont tous inférieurs & §) n’appartient a WV, &) pour
aucun 7, puisque p} ¢ W (V, §) entrainerait pf=¢.

Revenons & la démonstration et supposons que p* € B*. Puisque
p* n’est pas isolé, il existe un point ¢* qui appartient a W,(V, &).
Done, il existe un rang p (0<p<w,) et une coordonnée D de ¢* tels
que pour toute coordonnée C de p* il existe un point & de C et un
voisinage v(x) de x satisfaisant & Dv(@)ZV, v(r) € B, a<pu.

D étant une coordonnée de ¢*, il existe une suite fondamentale
u={uy(gs)}, 0<B<w, dont le premier terme u,q, coincide avec D.
Posons g¥ =%(g;). Alors, comme nous avons déja vu, D=u,(q,) est
une coordonnée de g¢F. Alors, d’aprés la définition elle-méme, ¢
appartient & W,(V, p*). Done, R* est partout dense dans S*.

Enfin, remarquons que S peut avoir des points isolés qui n’ap-
partiennent pas a R*.

Exemple 6. Considérons 1’ensemble S de tous les points x de
Tespace N, qui satisfont & Vinégalité: x<<¢, & étant un nombre
irrationnel quelconque, mais donné d’avance. Désignons par R 1’en-
semble de tous les nombres rationnels contenus dans S. La topologie
de S (et de R) sera identique & celle de I’Exemple 4 (mais considérée
relativement a S (SCN.,)).

En complétant R, on obtient S. Mais, dans ce cas, & est un
point isolé de S et & n’appartient pas a R*. (a suivre)

1) FE(P(x)) désigne I’ensemble de tous les points x qui satisfont & la condition
P@).



