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I1 es bien connu’) que l’ensemble des 616ments inversibles d’une
alg6bre de Banach est un ouvert, et a fortiori dans l’algbre des
endomorphismes continus d’un espace de Banach, l’ensemble des
616mens inversibles est un ouvert.

Dans cette note, nous consid6rons la r6ciproque de cette pro-
position pour une sous-alg6bre de A?(E, E) des endomorphismes con-
tinus d’un espace vectoriel localement convexe2) s6par6 E. De
faon precise:

PROPOSITION 1. Soient E un espace localement convexe spar
sur le corps des nombres rels, et un ensemble de disques bombs
ferms de E tel que l’espace vectoriel engendr par leur r$union soit
identique ( E. Si, dans une sous-algbre de _(E, E) contenant
des applications linaires continues de rang I et l’application identique
e de E, l’ensemble des 5lments inversibles est ouvert, E et sont
normables.

Nous entendons par Ie., l’algbre munie de la topologie de la
(R)-convergence, et dsignons par W(B, V) l’ensemble des u e tels
que l’on air u(x) e V quel que soit x e B, off. Bet V sont deux parties
de E.)

Dire que l’ensemble des lments inversibles de l’algbre (R) est
ouvert signifie qu’il existe un voisiaage disqu V de 0 dans l’espace
E et un lment B de tels que chaque lment de W(B, V)+e
soit inversible. En consequence, pour dmontrer la Proposition 1,
il suffira de prouver la

PROPOSITION 2. Employons les mmes notations que dans la
Proposition 1. S’il existe un voisinage de l’application identique e

1) Cf. I. Gelfand: Normierte Ringe, Rec. Math. (Mat. Sbornik) N. S., 9, 3-24
(1941).

2) Pour la ddfinition de l’espace vectoriel localement convexe, voir N. Bourbaki"
Espaces vectoriels topologiques, Chaps. I-II, Hermann, Paris (1953).

3) Une partie d’un espace vectoriel est dite un disque si elle est convexe et
symmdtrique.

4) Soit u une application lindaire d’un espace vectoriel E darts un espace vectcriel
F; la dimension du sous-espace u(E) de F est appel4e le rang de u. Cf. N. Bourbaki"
Algbre, Chap. II, Htrmann, Paris (1947).

5) Lorsque V e B parcourent le systme fondamental de voisinages de 0 darts
E et l’ensemble (R) respectivement, les ensembles W(B, V) forment un systme de
voisinages de 0 dans .I; cette topologie est appelde de la .-convergence.
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dans .I dont tout lment est une application biunivoque de l’espace
E sur lui-mme, E et sont normables.

Soi W(B, V) un voisinage de 0 dans z tel que l’application
u+ e soit biunivoque pour tout u W(B, V) (il va sans dire que V
est un voisinage disqu de 0 dans l’espace E et B est un lment
de (R)).

Supposons qu’il existe un point a e V n’appartenant pas B;
alors en vertu du thorme de Hahn-Banach, il existe une forme
linaire continue x’ sur E elle que

l<x, x’> < 16) pour tou x B,
et <a, x’)= 1.
Donc l’application lin6aire continue u’x---><x,x’>a est un 616ment
de I, et il est clair que u transforme B en V et que u(a)--a.
Cela siffnifie que u W(B, V) et (u+e)(a)=O; comme a n’es pas
6gal 0, nous conduisons en contradiction.

Ainsi le voisinage Vest contenu dans l’ensemble born6 B, c’est-
-dire que l’espace E est normable et que (R) est un ensemble r6duit
au seul 16men V. Par suite I est aussi normable.

On remarque que, sous l’hypothse de la Proposition 1, l’alffbre
n’es pas en g6n6ral complete.
Par exemple, soi H un espace de Hilbert ayant un systme

orthonormal complet d6nombrablement infini (x), et soit [ un sous-
algbre de A?(H, H) engendr6e par l’application identique e et routes
les applications lin6aires continues de rang fini. Alors l’ensemble
des 16ments inversibles de l’algbre norme 1 est un ouvert, mais
?i n’est pas complet.

En effet, tout 616ment de inversible dans _(H, H) ne peut
tre de rang fini, donc il doit s’6crire sous la forme u+,e, oh u
est une application lin6aire continue de rang fini et #0. Or, pour
l’inverse v f(H, H) de l’application u+,e, on a

e= (u + e)v=uv+ v,
d’ofi ve-uov.
Cela signifie que l’application v est un lment de l’algbre ,
puisque le rang de l’applicaion composde uov est fini. Par con-
squent, .(H,H) tant une algbre de Banach, l’ensemble des
lments inversibles de I est aussi ouvert.

Cela tan, nous allons dmontrer que l’algbre norme n’est
pas complete. Considrons l’application linaire continue

l--1 2

6) Pour cette notation voir J. Dieudonnd et L. Schwartz: La dualit4 dans les
espaces () et (f’), Ann. Inst. Fourier, 1, 61-101 (1949).
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de H dans lui-mme. L’application u n’appartient, pas l’algbre

; en effet, comme l’application x---> < x, x>x repr4sente l’appli-

cation identiue e, on a

\ 2’
pour ou hombre r6el . uel clue soi l’enier posiif , on peu
voir facilemen clue les 616mens x-x, xs-x.,- ., x+-x de
l’espace H son lin6airemen ind6pendans pour ou ; done le ranff
de l’applicaion u-e ne lOeU re fini pour ou

D’aure par, l’applicaion u adh6re K l’alffbre .; en effe,

quel que soit 0, en prenant un entier positif n tel que 1_1_<, on a
2

()_ x, x? <x, x? <
= 2

x+
--+, -2 x+

pour tout x clans la boule unit6 de H. Comme l’application x-+, (X,ff>_ .x+ es 6videmmen de rang fini, elle est darts 9 pour tout
z

t.

I1 en r6sulte que l’algbre norm6e I n’est pas complete.

Notons que, si l’algbre I considre dans la Proposition 1 est
complete, l’espace E est aussi complet. Plus gnralement, on a
la Proposition 3.

Nous dsignons dsormais par (E,F) l’espace vectoriel des
applications linaires continues de E dans F lorsque E et F sont
deux espaces vectoriels topologiques, et par E’ le dual de E, de
sorte que E’ est l’espace des ormes linaires continues sur E.)

PROPOSITION 3. Soient E et F deux espaces localement convexes,
et (R) un ensemble de parties bornes de E tel que l’espace vectoriel
engendr5 par leur runion soit identique E. Si l’espace F est
spr5 et qu’un sous-espace vectoriel de _(E,F) contenant des
applications lin$aires continues de rang I est complete, les F et E’
sont comp!ets pour la structure uniforme de F et pour celle de la
(R)-convergence respectivement.

Soi xg un lment non nul de E’; si on ait correspondre
tout y e F l’application x-->(x, xg}y de E dans F, on obtient mani-
estement un homomorphisme de F dans / (ceci est aussi un
isomorphisme algbrique de F dans ). Si les applications du type
x --> (x, x}y convergent vers une application linaire continue u dans
I, u est encore du ype x--> (x, xg)y. Ainsi F es isomorphe un
sous-espace vectoriel erm de I, d’oh F est complet. Prenant un

7) De mme faon on peut considdrer la topoloffie de la (R)-convergence pour tout
sous-espace vectoriel de A?(E, F).
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Yo e F non nul, et associant tout x’
de E dans F, on peut dmontrer de mme que E’ muni de la topologie
de la (R)-convergence est isomorphe / un sous-espace vectoriel ferm
de I. De ce fair, il s’ensuit que E’ est complet pour la structure
uniforme de la (R)-convergence.

Supposons en particulier que la topologie de l’espace E soit celle
de Mackey r(E,E’);s) si F et E’ sont complets pour la structure
uniforme de F et pour celle de la (R)-convergence respectivement,
l’espace A?(E, F) muni de la topologie de la (R)-convergence est com-
plet. En effet, l’espace de routes les applications de E dans F
tant complet pour la structure unfforme de la (R)-convergence, il
suffit de prouver que .(E, F) est un sous-espace fermi. Mais comme
route application u de E dans F qui es limite pour la topologie de
la (R)-convergence d’applicaions linaires continues est linaire, ou
encore de montrer qu’elle est continue. Pour cela il suffit de montrer
que pour route y’e F’, y’ou est un lment de E’, puisque E est
muni de la topologie r(E,E’). Mais c’est clair, E’ tant complet
pour la structure unfforme de la (R)-convergence.

Doric, nous avons tablit la
PROPOSITION 4. Soient E et F deux espaces localement convexes

le premier muni de la topologie de Maclcey r(E, E’) et le second de
la topologie spare. Soit (R) un ensemble de prties bornes de E
tel que l’espace vectoriel engendr5 par leur runion soit identique (

E. Pour qu’il existe un sous-espce vectoriel de (E,F) contenant
des applications linSaires continues de rang 1 tel qu’il soit compeer
pour la structure uniforme de la (R)-convergence, il ,faut et il sut
que F soit complet et que E’ le soit pour la structure uniforme de
la (R)-convergence.

8) Voir J. Dieudonn4 et L. Schwartz" Loc. cit:


