No. 5] 311

71. Sur un Espace Complet de Mesures Positives
dans la Théorie du Potentiel

Par Makoto OHTSUKA
Institut de Mathématiques, Université de Nagoya
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Introduction. H. Cartan [2,8,4] a developpé la théorie du
potentiel newtonien, en wutilisant le fait que les mesures positives
d’énergie finie forment un espace métrique complet. Mais il s’est
appuyé fortement sur les propriétés de l’espace comme un groupe
topologique. Si ’espace n’est pas un groupe topologique, une surface
de Riemann étant un exemple, on ne sait pas en général si I'espace
de mesures positives d’énergie finie est complet.

Dans le présent mémoire nous considérons les potentiels pris
par rapport & un noyau général dans un espace localement compact,
et démontrerons que l’espace des mesures positives d’énergie finie
portées par un compact fixe est complet si on considére des noyaux
particuliers.

1. Soit 2 un espace localement compact, et (P, @) une fonction
numérique positive continue symétrique dans  x @, la valeur + e
n’étant admise au plus que sur ’ensemble diagonal de 2 x 2. Cette
fonction sera applée un noyau. Pour une mesure positive u, on
définit 'intégrale

f PP, Q) du(Q)
Q

et on ’appelle le potentiel engendré par u. Il sera noté U™P).
Pour deux mesures positives p et », on désignera par (g, »)
T’intégrale

f UMP) du(P)= f UY(P) du(P).

L’énergie d’une mesure positive u est définie par (g, x). L’ensemble
des mesures positives d’énergie finie sera noté €.

Nous ne considérons désormais que les noyaux tels que les poten-
tiels pris par rapport & ces noyaux satisfont aux deux principes
suivants:

Principe d’énergie: (u—v, p—v)=(u, p)+ (v, v)—2(u, v)=0 pour
tous p, v e €; Dégalité a liew si et seulement si u=y.

11 suit tout de suite que (g, »)* < (u, p)(¥, v).

Principe de continurté: Si le potentiel engendré par une mesure
positive A support compact est continu comme une fonction sur le
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support de la mesure, il est continu partout dans tout l’espace 2.

Le fait que les potentiels newtoniens satisfont au deuxiéme
principe est connu comme e théoréme d’Evans-Vasilesco; voir [5] a
ce propos. Il est connu que dans l’espace euclidien R* (n=2)
tout potentiel pris par rapport au noyau PQ™°, 0<a<mn, satisfait &
ces deux principes, et aussi que sur une surface de Riemann hyper-
bolique quelconque tout potentiel pris par rapport & une fonction de
Green y satisfait.

Nous définissons ainsi la norme ||p—v || de la différence de deux
mesures u et v de € par V' (u—v, p—v). On considérera € comme
un espace métrique muni de cette norme.

2. Le résultat principal est le suivant:

Théoréeme. Le sous-espace €, de € dont le support des mesures
est porté par un compact fixe K est complet.

Dans la démonstration on utilisera

Lemme ([1], p. 62). Dans l’espace M des mesures sur 2, tout
ensemble borné est relativement compact pour la topologie vague.

En désignant par $(2) l’ensemble des fonctions numériques
continues (finies) dans £ dont le support est compact, on dit qu’une
partie H de M est bornée si, pour toute fonction f de (L), on a
ﬁgg Tu(f)l<+e. Il en est ainsi d’un ensemble queleconque de
mesures de € de masse totale uniformément bornée.

Pour démontrer le théoréme, on prend une suite quelconque de
Cauchy {u,} dans C€x: || pp—pnll—>0 comme m,n—> co. Il existe n,
tel que, pour tous m, n=mn, on ait || uy—pu,||<1. Comme || pu,|l<
It 1|+ 1| prn— pan, | < || i, 11 +1 pOUT =70, || pall est uniformément
borné: || u.ll<M< + . Cela montre que {u,} est borné dans M.
En effet, a >0 étant une borne inférieure de @(P, Q) pour P, Q ¢ K,

lnllt= [ [ 0P, Qdn(P) A @) = apu( @

et donc la masse totale w.(2)<M/V a <. D’aprés le lemme, il
existe une suite partielle {u, p} qui converge vaguement vers y, € €.

On définit une mesure 4,(f) par f Uvn fdu,, pour fe &(2). Par

le théoréme de Lusin, pour tout ¢ >0, il existe un ecompact K, C K
tel que 2,(K—K;)<e® et que la restriction de U*(P) & K, soit
continue. On désigne par u, la mesure obtenue par restriction de
. & K. Alors
1/2
A PR [ Py Y PRI R BY: PRAY
< M@, (K—K))*<eM.
D’autre part, comme U"n b= est semi-continu inférieurement, U=
=Un—U*n*n est semi-continu supérieurement sur K, et donec y
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est continu.*> Le principe de continuité montre alors que U"n(P)
est continu partout dans 2. Done

Hm (s )=t [ U g, = [T ditg=(oiy )
Droo 200
Q Q
En considération de la semi-continuité inférieure de norme pour une
suite vaguement convergente, il suit que
lm {] pn— piny |12 Z 11 g |12+ 1 || s |1* — 2 Lim (i )

proo
Z {1 g 17+ 11 o 1°—2 i (i, ) —26M

=] o 112411 20112 — 2y p10)— 26 M
211 o 11411 0112 — 2ty o) — 26 M.
Comme on peut choisir ¢ arbitrairement petit, on a enfin
HIYl “ Mon = My, sz” Mm—/‘o“20
P»0

Pour ¢>0 quelconque, si m et n sont assez grands, soit m, n=>n,,
alors || pn—pall <e. Done si m=mn;, on a

Il M — o || Z €.
Cela montre que u, converge vers u, fortement comme m — co.
C.Q.F.D.
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x) Pour le montrer, j’avait utilisé dans le premier manuserit ’analogue du lemme
1 dans la thése de Frostman. Je dois cette simplification du raisonnement & M. Kishi.



