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71. Sur un Espace Complet de Mesures Positives
dans la Thorie du Potentiel

Par Makoto OHTSUKA
Institut de Math4matiques. Universit4 de Nagoya
(Comm. by K. KUNU(I, M.J.A., May 15, 1956)

Introduction. H. Caftan 2, 3, 4 a developp la th4orie du
potentie] newtonien, en uilisan le ait que ]es mesures positives
d’6nergie finie orment un espace mrique complet. Mais il s’est
appuy6 ortement sur les proprit6s de ]’espace comme un groupe
tcpologique. Si l’espace n’es pas un groupe opo]ogique, une surface
de Riemann 6rant un exemple, on ne salt pas en g6n6ral si l’espace
de mesures positives d’6nergie finie est compleX.

Dans le pr6sent m6moire nous consid6rons les potentiels pris
par rapport / un noyau g6n6ral dans un espace loca]emen compact,
e d6montrerons que l’espace des mesures positives d’nergie finie
port6es par un compac fixe est comp]et si on consid6re des noyaux
pariculiers.

1. Soit 9 un espace localement compact, et (P(P, Q) une fonction
num6rique positive continue symtrique dans
n’tan$ admise au plus que sur l’ensemble diagonal de/2 x;2. Cette
fonction sera app]6e un noyau. Pour une mesure positive #, on
d6finit l’int6gra]e

f(e, Q) dtt(Q)

e on l’appelle le potentiel engendr6 par #. I1 sera not6 U(P).
Pour deux mesures positives

l’int6gra]e

f U(P)d,(p)=f U’(P)d#(P).

L’6nergie d’une mesure posi’tive / est d6finie par (, ). L’ensemble
des mesures positives d’6nergie finie sera

Nous ne consid6rons d6sormais que les noyaux tels que ]es poten-
tiels pris par rapport ces noyaux satisfon aux deux principes
suivants:

Principe d’nergie: (-,, #-’)-(t., t)+(,, ,)-2(t, ,)____0 pour
tous t,, e @; l’6galit6 a lieu si et seulement si

I1 suit tout de suite que (,
Principe de continuit6: Si le potentiel engendr6 par une mesure

positive ( support compact est continu comme une fonction sur le
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support de la mesure, il est continu partout dans tout l’espace 2.
Le fair que les poteniels newoniens satisfon, au deuxime

principe es connu comme e thorme d’Evans-Vasilesco; voir [5_
ce propos. I1 est connu que dans l’espace euclidien R (n2)
ou poentiel pris par rapport au noyau PQ-, O<a<n, satisfait
ces deux principes, et aussi que sur une surface de Riemann hyper-
bolique quelconque tou potentiel pris par rapport une 2onction de
Green y satisfai.

Nous dfinsons ainsi la norme I -, ]] de la difference de deux
mesures et , de par (---,). 0n coidrera comme
un espace mtrique muni de cette norme.

2. Le rsultat princil est le suivant:
Thorme. Le sous-espace de dont le support des mesures

est port$ par un compact fixe K est complet.
Dans la dmonstraion on uilisera
Lemme ([1, p. 62). Dans l’espace des mesures sur , tout

ensemble born$ est relativement compact pr la topologie vague.
En dsiant par 9(9) l’ensemble des oncions numriques

continues (finies) dans 9 don le support est compact, on dit qu’une
partie H de est born$e si, pour toue 2onction f de (9), on a
sup (f)]< + . I1 en est aii d’un eemble quelconque de

mesures de de masse otale uniformment borne.
Pour dmontrer le Chorme, on prend une suite quelconque de

Cauchy [.} dans : -.]]0 comme m, no . I1 existe no
eel que, pour tous m, n n0, on air 1[ p,-. 1. Comme [[ II
o ] + -o l o + 1 pour n no, ] l es uniformment

born: [i<M<+. Cela montre que [} es born da .
En effet, a>0 tan une borne infrieure de (P, Q) pour P, Q e K,.. ff(p, V)d,.(P) d,(V) a,.(9)

et donc la masse oCale ,(9) M/ a . D’aprs le lemme, il
existe une suite partielle [} qui converge vaguement vers 0 .

0n dfinit une mesure (f) par fUfd pour f 9(9). Par

le thorme de Lusin, pour out e 0, il existe un compact KK
tel que ,.(K-K)< e et que la restriction de U(P) K soit
continue. 0n dsie par la mesure obtenue par restriction de

K. Alors

<
D’autre part, eomme U- est semi-eontinu infrieurement, U
=U-U- est semi-eontinu suprieurement sur K et done y
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est continu.* Le principe de continuit montre alors que U(P)
est continu partout dans 9. Doric

lim (’,/%)-Jim 1"U; d.-flU d0=(, 0).

En consideration de ]a semi-continuit infrieure de norme pour une
suite vaguement convergente, il suit que

lira Ii -, II II 11 + li 11 #, II- 2 lim (,,

1] t + ]] 0 []-- 2(=, 0)-- 2sM
ii II + II o II-2(, o)- 2eM.

Comme on peut choisir arbitrairement petit, on a enfin

lira li - [I I,I -o II 2,
Pour e > 0 quelconque, sim e n sont assez grands, soit m, n no,
alors - II < . Donc si m no, on a

II -oli.
Cela montre que converge vers o fortement comme m .

C.Q.F.D.
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Pour le montrer, j’avit utilisd dans le premier manuscrit l’analogue du lemme
1 dans la thse de Frostman. Je dois cette simplification du raisonnement M. Kishi.


