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28. Uber die rekursive Einfiihrung der Funktionen
in der reinen Zahlentheorie

Von Sh6ji MAEHARA
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., March 12, 1957)

Beim Gentzenschen Widerspruchsfreiheitsbeweise fiir die reine
Zahlentheorie,” setzt er von den Funktionen (und Pradikaten) voraus,
dass sie entscheidbar definiert sind, und von den zahlentheoretischen
Axiomen, dass sie im Sinne der finiten Aujffassung der Aussagen-
verkniipfungszeichen richtig sind. In der Tat ist die von beliebigen
entscheidbar definierten Funktionen durch eine rekursive Definition
eingefiihrte Funktion auch entscheidbar definiert. Aber eine durch
das «Zeichen dargestellte Funktion ist nicht immer entscheidbar de-
finiert, also so ist eine von solchen Funktionen rekursiv definierte
Funktion sicherlich auch nicht entscheidbar definiert. Es gilt ja sogar
im allgemeinen nicht, dass das neue Axiom (d.h. ,,implizite Definition ‘)
fiir diese rekursive Funktion im Sinne der finiten Einstellung richtig
ist.

Das Ziel der vorliegenden Bemerkung ist, die Widerspruchsfrei-
heit der rekursiven Definition der Funktion in der reinen Zahlen-
theorie nachzuweisen.

Im folgenden wollen wir die reine Zahlentheorie mit dem zahlen-
theoretischen Formalismus (Abk.: z.F.) darstellen, die aus dem engeren
Priadikatenkalkiil durch die Hinzufiigung der mathematischen Axiome
fiir die natiirlichen Zahlen und des Schemas fiir die vollstindige In-
duktion entsteht.

Hauptergebnis. Wenn die Formeln
( 1 ) Vfl °e ~V;£,,gt)[91(t), AT f\l) & Vﬁ@[(ﬁ, E ST :’Ev) 35:17)]
und
( 2 ) V:’El' ‘ 'VE\,V&‘VHHD[SB(U, Xy Uy Eyy* * 'yﬁv)

& V3(BG & 1, 2,0 -+, &) D3=)]
z.F.-beweisbar sind, worin keine freie Zahlenvariable vorkommt, so ist
dasjenige System widerspruchsfrei, das aus z.F. durch die Hinzufligung
der neuen Axiome
( 3 ) V.’fl *c 'Vﬁvvn(%(vr ST :‘EV)D F(t)’ 19 ST Ev)),

( 4 ) V.fl . 'VEVV.’EVuVD [(F(ll, £y iy *y %v) & EB(U, By Uy &gy * oy %v))
DF(Dr 55""1; LSO ‘9&1:)]
und

(5) Vfl' * ‘V&vVQVt)Vﬁ[(F(D, Xy X1y* * ’,gv) & F(ir xr X1y * ',%))Di)=3:|

1) Die Widerspruchsfreiheit’ﬂcri;; reinen Zahlentheorie, Math: Ann., 112, 493—565
(1936).
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entsteht, wobei das neu hizugefiigte Pridikatzeichen F nur an den
angegebenen Stellen steht (siehe aber die Anmerkung am Ende).

1. Wir fiihren zunichst das Hilfssystem—wollen wir es Z*
nennen—ein, das sich von z.F. in folgender Weise unterscheidet:

1.1. Wir benutzen freie und gebundene Pridikatenvariablen, die
ein- oder mehrstelligen Relationen von natiirlichen Zahlen bedeuten,
und die Quantoren V und A beziehen sich auf diese Pridikaten-
variablen.

1.2. Wir fiigen folgende Schemata fiir logischen Grundformeln
und filr Schlussregeln hinzu:

(6) Voi&(p) DF(a), (7) &(@) DA pF(p),
(8) - D@ (9) Fa)DE
CDOVed(p)’ ApF(p) DE

wobei a bzw. ¢ eine freie bzw. gebundene Pridikatenvariable mit
beliebigen gleichen Leerstellen ist, aber in (8) und (9) @ nur an der
angegebenen Stellen steht;

(10) AoV, - Valplgn: 5] DU, -, 2)),

wobei ¢ eine gebundene uv-stellige Prédikatenvariable, v irgendeine
natiirliche Zahl ist, und in W(z,,---,%,) keine gebundene Pridikaten-
variable vorkommt,

2. Satz 1. Das System Z* ist widerspruchsfrei.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Resultates vom §2 der Takeuti-
schen Arbeit ,, Construction of ramified real numbers “.?

3. Satz 2. Wenn die Formeln (1) und (2) z.F.-beweisbar sind,
so gibt es eine Z*-Formel %5, a,qa,,--+,a,) und sogar sind die Formeln
(11) V- - Ve VO, 2,0 £)DF(, 1, 20,0 - -5 &),

(12) V- -VaVeVuly [(8:0(11, Xy Xyy oy %) & EB(D’ Ey Uy Eype o vy %v))
D%o(t)’ £+1, %, -, 3511)]

und

(18) V- - -Va,VeVyVi[([Fo®, & &, - &) & ol 2 20, -+, £)) DY=3]

Z *-beweisbar.

Beweis. Zuniichst beachten wir, dass die Formeln (1) und (2)

auch Z*-beweisbar sind. Daher sind die Formeln
HoR(p, 1,04, -+, a,)
und
ﬂgﬂﬂt(gb, Ay Qgy* + ’rav)Dﬂ¢§R(¢'7 a+1’a1’° * "aV)

Z*-beweisbar, also ist auch die Formel
(14) HpR(p, a, aq,- -+, )
Z*-beweisbar, wobei R(«,a,a,,---,a,) die Abkiirzung fiir die Formel

Vq(su(qr Qgye ey av) - a[q’ 1])

& VquVt[(‘p<a & a[r’ p:l & %(q’ p,x,aq, - -, av)) D a[q’ D—f—l]]
2) Ann. Jap, Assoc. Philos, Seci., 1, 41-61 (1956),
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& Vila<pDal[l,p])
& Vvavr[(alg,p] & alr,p]) Do=1]
ist. Anderseits ist die Formel
(15) VgDV‘I" [(fR(gD, Ay Qgy* v vy av) & 8%(1!/', @y Qyye e ey av))
DVaVy(ely, 2] DTYY, 2])]

Z*-beweisbar. Wir schreiben

Bolb,a, s, -+, a’v) fiir V¢(§R(§D, @y gy vy av) Dolba] )
Dann, nach (14) und (15), sind die Formeln (11), (12) und (18) Z*-
beweisbar, w. z. b. w.

4. Man nehme an, dass dasjenige System, das aus z.F. durch die
Hinzufiigung der Axiome (8), (4) und (5) entsteht, unter der Voraus-
setzung, dass die Formeln (1) und (2) z.F.-beweisbar sind, widerspruchs-
voll ware. So wire die Formel —~((3) & (4) & (5)) z.F.-beweisbar. Also
wire die Formel —((11) & (12) & (13)) Z*-beweisbar. Aber auf Grund
der Sitze 1 und 2 ist das unmoglich.

Damit ist das Hauptergebnis vollstindig bewiesen.

5. Anmerkung. Die Widerspruchsfreiheit von mehrmalig auf-
einanderfolgenden rekursiven Definitionen der Funktionen in der reinen
Zahlentheorie kann in ganz analoger Weise, durch die Benutzung einer
verzweigten Typentheorie fiir die natiirlichen Zahlen® an Statt von
Z*, erledigt werden.

3) Vgl. §2 der Vorste};enden Take\;;c{g;}‘;ég Arbeit. )



