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1. Introduction. A propos de I’équation p-parabolique, M. S.
Mizohata [7] a réussi & résoudre le probléme de Cauchy du point de vue
de M. J. Leray [5], en appliquant la théorie de semi-groupe. D’autre
part, M. L. Garding, dans son mémoire récent [2], a montré une voie
élémentaire pour le probléme de Cauchy relatif & ’équation hyperboli-
que, ol il réduit le probléme & la démonstration de deux inégalités:
inégalité d’énergie et celle de duale. Alors un probléme se pose, celui
de savoir §'il n’est pas possible de procéder de la méme facon pour
léquation parabolique. Cet article est donc consacré & démontrer
deux inégalités analogues, qui ont pour conséquence le résultat que
voici:

Soit A(x, D) un opérateur p-parabolique d’ordre m-1 & coefficients
indéfiniment différentiables uniformément bornés, alors A(x, D) définit
un isomorphisme de H™**7 gur 49 (Voir les travaux de M. Lady-
zenskaja [6], ol 'on trouve le cas particulier.)

Soit 9 une bande dans R"*!, définie par {xeR"*; 0<2,<1}, 9,,
7, et D¥ sont les parties de 9 correspondant respectivement a
0<x,<t, w,=t et t<x,<1. Soit E"*! l’espace dual de R"*' par rap-
port & la forme bilinéaire <{x,&)=>1x,-&,; « est un multi-indice aux
composants de nombre entier positif, pour lequel on associe deux
normes: |a|=Xa; et |a|p=app+a;+ -+ a,, ol p est un entier défini
tout & '’heure. C*%(Q) est une famille des fonctions définies dans 9,
a support compact, ayant les dérivées continues jusqu’a lordre a, ol
o<k, |a|p<kp+q; C “(@)=kﬂq6’ D).

Soit A(x, D)= >\ A(x)D* (D*=D3Dg:---Dz?) un opérateur dif-
férentiel défini dans 9. On dit alors avee M. Petrowsky [8] que A(x, D)
est réguliérement p-parabolique d’ordre m -1, si les conditions suivantes
sont satisfaites: 1) A, (x)=1 pour a=(m+1,0, ---,0) et il existe un
entier p tel que |a|,<(m+1)p, 2) pour les parties réelles des racines
caractéristiques 2, de A (x, D), on a une constante d<0 telle que
Re a,(x; &, &5y ++, £,)<6|&|7, ol I'on entend par Ay(x, D) la partie princi-
pale de A(x, D), formée des termes correspondant & |a|,=(m+1)p.

Pour simplifier, nous supposons dans toute la suite que les co-
efficients de A(x, D), ainsi que toutes leurs derivées, soient uniformé-
ment bornés dans 9.
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Dans notre raisonnement deux lemmes suivants jouent le rdle
fondamental.

Lemme 1.1 (Garding). Sotent r(t), s(t), et k(t) les fonctions non
négatives définies dans Uintervalle [0,1]. Supposons que r(t) soit
intégrable et que k(t) soit mon décroissant, alors I'imégalité:

rE)+sE)<e f r(t) dt+R(E)  ¢>0

0
entraine: r(t)+s(t) < k(t)e”.
Soit D, ;=D, —2 un opérateur différentiel, ol 2 est un nombre
complexe dépendant des paramétres (£,,&,, - - -, &,) de la facon suivante:

1) homogeéne d’ordre p, 2) Re (1) est strictement négative sur la sphére
d’unité de E". Alors on a le

Lemme 1.2. Pour tout tc[0,1] et toute fonction f, contintiment
différentiable dans [0,1], on a une constante ¢>0 telle que:

ol fy+st [ olfydt|—ot o P<ID, i s [11D, . Lt

0
ou s*=31&5 et o,(f)=|D, .fli+s°|f[-
2. Inégalité d’énergie. Nous commencgons par donner quelques

définitions. ¢"(f; U)=X) f Df-D°fdU, ou la somme s’étend sur
U

tout a avec |a|,<kp+q et quon prend comme U divers espaces
convenables. £%99) est un espace hilbertien formé des fonctions
mesurables dans 9, muni du produit scalaire ¢*¢(f, g; 9) déduit de
la norme o*4(f; 9). Soit B(x, D) un opérateur différentiel défini par
B(x, €)= —1D,,- A(x, t€), qui est, comme on voit facilement, un
opérateur p-parabolique d’ordre m. Soit z,=>(—1)"*'D*-D* olt a,=0
et |a| <q.

Proposition 2.1. Il existe une constante ¢>0 mne dépendant que
de |d| et des coefficients de A(x, D), telle que

cLa™ °(f; e )*+ 0™ P2 f; D)*]—c 6™ °(f; D) +a™ °(f, 70)*]
SR@(J]“, —CBf, g):)

pour tout t et tout feC™*+°(D).

Grace & une partition de l'unité, la démonstration se rameéne au
cas d’une équation & coefficients constants.

Remarque. Nous ne précisons pas dans la suite que la constante
¢ ne dépend que de |d| et des coefficients de A(x, D).

Soit A(D) un opérateur différentiel p-parabolique & coefficients
constants, ne contenant que la partie principale. Alors on a le

Lemme 2.1. Pour tout feC™ ' °%D), il existe une constante ¢>0,
telle que

cla™ (fs ) +a™ **(f; D)1 - L™ °(F; D) +0™ °(f; m0)*]
<Re(Af, Bf; D,).
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Démonstration. Désignons par f—f la transformation de Fourier
par rapport aux coordonnées spatiales x'=(x, ,, + -+, 2,):

ft,&)=2x)" f f(t, ) exp(—-ié‘ x,&;)dx’, ol nous écrivons ¢ au lieu

de z,. En vertu du théoréme de Parseval, 'intégrale
Re(A(D)f, B(D)f; D,) peut s’écrire comme suit:

R(A(D)f, BD)f; D)= [ (D.—Re-2)|[L(D.—~2)F | dd,
9,
ol .CADt est une bande dans E™*' définie par 0<&,<t. Remarquons
maintenant que Re(4;) est strictement négatif sur la sphere d’unité
de E". Ainsi pour démontrer le lemme, on n’a qu’a appliquer itérati-
vement le lemme 1.2.

Proposition 2.2. Il existe une constante ¢>0, telle que

c[o™ ™23 (f; 7 )P+ a™ 2 f; D)) —c o™ P D) o™ A fmo) ]
<Re(f, tp0 BF; D).

C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.1.

Maintenant nous pouvons prouver le théoréme suivant qui est
Pobjet de ce paragraphe.

Théoréme 2.1. Il existe une constante ¢>0, telle que

o™ () o™ A f D) <clo® (AS; D,)+o™ P f 7))
pour tout t et tout feE™H1(Q).

Démonstration. Il suffit de faite la démonstration pour fe&m+ ¢
—>C™* (). Dans la proposition 2.2, si 'on modifie le second membre
a laide de l'inégalité de Schwarz, on a une constante ¢>0, telle que
c[o™ 23 (f; ) o™ (5 D) ]—c o™ [ D) +a™ (S wo) ]

SO'O’ Q(Jf; -@t)2-

Le lemme 1.1 entraine donc:

o™ I (fim) 0" f; D)Ko (AS; D)F0™ P F 7).

D’autre part DP*'f=Af+>) AAx)D”f avec al<m et |[a[,<
(m+1)p, donc le théoréme se trouve démontré.

3. Différentiabilité. La régularité de la solution se démontre
par suite de localisation de I'inégalité d’énergie. Soit £ un ouvert
relativement compact contenu dans l'intérieur de 9); 2, est une partie
compacte de 2. Désignons par J, un régularisateur dépendant d’un
parameétre . Alors on a le

Théoréme 3.1. Sotent fe&™ D) et AfeE%YD), alors on a
une inégalité de la forme suivante:

c g™ U 3 Q))—c o™ L (f; Q)< o¥ UAS; 2)
oll ¢ est une constante dépendant de g, 2, et 2.

La démonstration se fait par linduction sur le nombre ¢. La
réflexivité de l'espace hilbertien entraine la compacité faible de ses
parties bornées., Le fait que {J.f} forme une famille bornée par
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rapport & la semi-norme ¢™*' 9(J,f, 2,), est équivalent & dire que, pour
chaque o avec a,<m+1, |a|,<(m+1)p+q, {D*J.f) est une famille
bornée dans L*£,). Donc on peut en extraire une sous famille con-
vergent vers un element de L*(2,), qui coincide avec la dérivée D*f au
sens de distribution. C’est ainsi qu’on peut voir, grice au théoréme
de Sobolev, la régularité de la solution.

4. Inégalité duale. Soit K*? P'adhérence dans £%¢ de C°, sous
ensemble de &*—>C=(9), formé des fonctions s’annulant au voisinage
de m,; soit H~* -7 I'espace dual de 4" ? mis en dualité par la forme

bilinéaire {f,¢), qui est lextension de lintégrale f f-od9 pour

D
fedlte, pelr o Yp; D)=sup [{f, p>||o*%(f; D)|* est une norme

reoy

dans K> -9 De ce que ﬂ{"”"oest un espace hilbertien, il existe une
application isométrique de H* -7 sur H™? que nous désignons par U.
Cette application nous permet de définir ¢” ~%(¢:x,) par ¢%Ue;r,),
ee %9 qui a évidemment le sens pour presque tout . Soit A*
Papplication transposée de 4, application de H*-? dans H ™" -1,
qui coincide avee A*-p=31(—1)""'D% A, ¢) pour une fonction ¢ suf-
fisamment réguliére s’annulant au voisinage de =,.

Posons o™ ~17?(_A*¢; ?):sugoI(Jlf, oy |le™ e 2(f, DF)|L, ou CF

fec
signifie sous famille de C=(9), dont tles éléments s’annulent au voisinage
de 9,.
Théoréme 4.1. On a une constante ¢>0, telle que
o” ~ Py w ) 0% " Up; DF)<c o™ (AR DF)
pour tout ¢ H" 9 et presque tout t.

Démonstration. Remarquons qu’il existe une fonction ge&®*?
satisfaisant & z,,,-g=%Up. Maintenant l'application ¢ nous permet
d’écrire l'inégalité ci-dessus sous forme équivalente:

o ¥ (g; 7)+ 0% 1 2(g; DF)< e po(t) p.p
ot p(t)=sup o® (Af, t,,2° 9 DF)| o™ *2(f; D).

reoy®

Suivanff le‘ raisonnement de M. Garding, il suffit de démontrer
cette inégalité pour ge&' ¢ indéfiniment différentiable et de plus
s’annulant au voisinage de =,.

Servons nous de l'induction sur lordre de lopérateur  A(x, D).
Pour le cas olt m=0, la démonstration est facile. Soit .L£* un opéra-
teur différentiel p-parabolique d’ordre m, & coefficients constants. £
est son adjoint formel, qui est donc p-antiparabolique. Selon I’hypo-
thése, il existe une fonction indéfiniment différentiable he&™*+%: ¢,
g'annulant au voisinage de =,, qui satisfait & [-h=g. (Cest une
conséquence immédiate du théoréme 4.2 appliqué & £, si 'on fait le
changement t——t.)
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Maintenant on a:
|‘70’ “(Jf, Tp/Z—Eh'; @f)—o'o’ Q(L)q*ﬁ’ Tp/2-£’*f_‘i @f)l
<eo™ ([ DF) o™ 2PN (hy DY)
pour une constante convenable c;,.
D’autre part on a:
0" (AS, Ty Lhy D)< p(t)- 0™ 7 2(f; DF). v el
Il en résulte donc:
0" (A*h, Ty a0 L*F; D)< 0™ 2(f; DO (L) +16™ 71 (h; DF)].
D’aprés le théoréme 4.2, L*C;° est dense dans H*?*?(QDF); done
il existe une suite (f,;) des éléments ¢(;°, qui converge vers B*h au
sens de la topologie de 4™??(Dy). En se servant de linégalité
d’énergie pour lopérateur .L* dans 9F, on obtient:
Tim- o™ 1*2(f ;; D¥)< c0" *2(B*h; DF).
Ces inégalités entrainent:
0 Y A*h, 7,5+ B¥h; DF)< ;- 0™ *?(h, DF)[0(t)+ ;0™ 9*7~(h, DF)].
Ainsi en remarquant que 4* est un opérateur p-antiparabolique,

le méme argument dont nous sommes servis dans le paragraphe 2
entraine:

o™ 422 (hs 1)+ o™ 1+2(hy; DF) < cp(t).

Parce que g=_.L-h, ce n'est que l'inégalité cherchée.

Théoréme 4.2. L’application A(x, D) est un isomorphisme de
H™ (D) sur H"YD).

Démonstration. Le théoréme 2.1 montre que A(x, D) est un
isomorphisme de 4™*%¢ dans H*? Donc limage A-H™*1? est
fermée dans ¢ D’autre part, le théoréme 4.1 fournit comme cas
particulier que ACs® est dense dans #*¢ c.q.f.d.

Le théoréme 4.2 montre une autre voie pour résoudre le probléme
de Cauchy, qui a été déja démontré par M. S. Mizohata [7] et M. S. D.
Eidelman [2].
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