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140. Sur le Théoréme de Fubini et UIntégrale (E.R.). I

Par Shizu NAKANISHI
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Nov. 12, 1960)

Dans la Note précédente,” nous avons fait son étude de la pro-
priété de Fubini de la suite fondamentale. Dans cette Note, nous
allons étudier celle de P'intégrale (¥. R.). Un résultat principal est la
proposition suivante.

Proposition 1. Soit f(x,y) une function intégrable (E.R.) dans
Vintervalle I,=[a, b;c, d], définie par une suite fondamentale w={u,},
U=V (F oy v0; f0)s 0% frn11(%, Y) $'bcrit f.1(x, ) =S, ) +7.(%, )+ 2.(x, ¥).
Supposons que la suite fondamentale satisfait, outre qu'elle satisfait
aux conditions [1-37], (P) et (P*),® aux quatre conditions suivantes:

(%) Soit I, (1=1,2,--+, 1,) un systéme de nmormbre fini de pro-
duits directs [a,b] XJ; (J;& e, d]) sans points commun deuxr & deux.
Si, pour tout i, les extrémités de J, appartiennent & Uensemble
proj. F,, exclu un ensemble de mesure nulle N, ne contenant pas les
points y=c et d, on a

) f[rn(x, v) dw dy|<2“”'". (n=0,1,2,---)
%

(Py) Pour tout produit direct I=[a,b]XJ (J&[¢, d]), il existe
une fonction ¢;(n) de n (n=0,1,2,---) qui jJouit des conditions
suivantes:

1) é:(n)>0 pour n=0,1,2,.--;

2) lm g:(n)=0;

3) pour tout ensemble E contenu dans Uintervalle I et qu'on ait
mes E<mes (I—F),), on a

[[ 1.6 ) d dy <.ty

B
4) il existe une suite des mombres positives a, (n=0,1,2,---)
telle quw’on ait lim a,=0 et quw’on ait

n->00

'12:1 ¢'T ¢(n) S 229
quel que soit le systéme de produits directs I,=[a,b]XJ, (1=1,2,-- -, 1)
(J<[e, d]) sans points commun deux 0 deux.
(P¥) Pour presque tout y de [c,d], il existe un entier positif

1) S. Nakanishi: Sur le théoréme de Fubini et les suites fondamentales, Proc.
Japan Acad., 35, 161-166 (1959).

2) Pour la définition, voir T. Ikegami: A note on the integration by the method
of ranked spaces, Proc. Japan Acad., 34, 16-21 (1958).



No. 9] Sur le Théoréme de Fubini et I'Intégrale (E. R.). 1 585

k(y), k(y)=2, qui posséde la propriété suivante: on a, pour tout m
suffisamment grand, dépendant de y, un nombre positif A(n,y) tel que
st un intervalle J contenu dans [¢, d], contient le point y et la mesure
de J est inférieure a A(n,y), on ait
k(y) mes (I—F,,,) = mes (I—F,),

ot I=[a,b]XJ.

(+) Il existe un indice m tel que les points y=c et d appartien-
nent & proj. F, pour tout n>ny>

Alors, pour presque tout y de Uintervalle [c, d],

Sflz, y)=l£rg Jul®, )

est une fonction intégrable (E. R.) de x dans [a,b], et on a
(B. R) [fz, ) da=lim ["F,(x, 4) do.
De plus, la fonction ’ ’
9@)=(E. R) [ f(@,1) do
est ausst intégrable (E. R.) dans [c:x d], et on a

&.R) [‘9w) dy=(E. B) [ [ (@, 4) dw d.

D’abord, nous pouvons démontrer les deux Lemmes suivantes:

Lemme 1. Si une suite fondamentale uw={u,}, u,=V(F,, v,; ),
définie dans lintervalle I,=[aq, b;c, d], satisfait & la condition (P,), il
existe, pour presque tout y de [¢,d], une fonction é(y, n) de n (=0,
1,2,--+) qui jouit des conditions suivantes:

1) ¢é(y,n)>0 pour n=0,1,2,--;

2) lim g(y, n)=0;

3) pour tout ensemble E conténu dans [a,b] et tel qu'on ait
mes K <mes ([a,b]—F%),” on a

f [fulee, 9)| dx < B(y, n).

Lemme 2. Si une suite fondamentale u={u,}, u,=V (F,, v,;f.),
définie dans Vintervalle Iy=[a,b;c, d], satisfait a la condition (P}),
il existe, pour presque tout y de [¢, d], un entier positif ky(y), ko(y)>2,
et un indice m(y) qui satisfont & l'inégalité:

Ko(y) mes ([a, b]—F%.,) =>mes ([a, b]—F})
pour tout n>m,(y).

En vertu du Lemme 1, du Lemme 2 et de la Proposition 1 de la
Note précédente, on voit aussitdt le

3) Si f(x, y) est une fonction définie dans un tore, la condition (1) n’est pas néces-
saire.

4) On désigne par FJ 'ensemble F,N([a, b] % (¥)).
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Théoréme 1. Si une suite fondamentale uw={u,}, u,=V(F,, v,;
fo), définie dans Uintervalle I,=[a,b;c, d], satisfait, outre qu’elle
satisfait aux conditions [1-3], aux trois conditions (x), (P,) et (P¥),
pour presque tout y de Uintervalle [¢, d], f(x, y)=lmf,(x, y) est une

Sfonction intégrable (E. R.) de x dans [a,b], et on «
1] 1]
(E.R) [ 1@, v) do=lim [ 1 (2, v) do.

De plus, on a le

Théoréme 2. Soit f(x,y) une fonction intégrable (E.R.) dans
Vintervalle Iy=[a, b; ¢, d], définie par une suite fondamentale u={u,},
U, =V (F,, v,;fn), qui satisfait aux conditioal,s (x) et (1), outre qu’elle
satisfait aux conditions [1-3]. Alors, f S, y) dx tend wvers un

nombre fint pour presque tout yel[ec,d] et ala fonction
b
o@)=lim [ £.(@, v) dx
est intégrable (E. R.) dans Uintervalle [c,d]. On a
d
(& R) [ o) dy=(E. B)[ [ f(&,9) dw dy.
o I,

Démonstration. Dans cette démonstration, nous nous conformons
a4 la convention de la démonstration de Proposition 1 dans la Note
précédente. Nous pouvons poser

rn(x’ y) =m2=12nm01mn(w’ y)! »

0l T, =Ll bum s Cams A, U Lin=[a, b3 ¢, &1, TN Tbw=0 (mEm),?
m=1

Awm €St un nombre réel. Désignons par C Pensemble: {c,., d..; (n=1,

2,0++; m=1,2,--+,my)}. Il permet de supposer que les points y=0 et

1 appartiennent & proj.,F, pour tout n. D’aprés la Note précédente,

1]
nous avons déja vu que f Ja(x, ¥) dx tend vers un nombre fini presque

partout. De plus, nous avons vu que, pour presque tout ¥, il existe
un indice m(y) tel qu’on ait pour tout n=>m(y)

’fbr2n+1(x; y) dﬂ;l < 2 CPanem,

On a vy, —N<Vyu.1.1—(n+1). Par suite, on voit aussitot qu’il existe
une suite non-décroissante d’ensembles fermés {4,, m=0,1,2,---} qui
satisfait aux conditions suivantes:

i) on a A,Zproj.,Fy,,1, A, N(N,UC)=0.

ii) on a mes([0,1]—A4,)<min(2-“+-Y 2mes([0,1;0,1]—F,,.,),
(2k+1) mes ([0, 17— A4,)).

5) On désigne par Cg(z, ¥) la fonction caractéristique d’un ensemble E.
6) Pour un ensemble E, E* désigne son intérieur.
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iii) pour tout ensemble 4, il existe un indice ny(m) tel qu'on ait

1
pour tout n:>n.(m), l f Pon+1(%, Y) dm]<2‘<"2”*"”’, quel que soit yeA,.
0

Posons Fx=A, (m=0,1,2,---). Alors, d’aprés la propriété iii)

o 1
plus haut et la convention: w,,,;<v,,.,, la série > | 7,,..(x,y) dx
n=0
0

o 1
converge uniformément dans F'X. Done, la fonction > | 7,,..(x, ¥) dz,
n=1I
0
quel que soit [, est intégrable au sens de Lebesque dans F'% Posons
2 r2n+1(x, y)de  si yeFy

0 si yeF§
et pour tout m (m=0,1,2,--:)

©0 1
> Tan(® y)de sl yeFRL—F3
=)

fiy)= {

(01 — 1
rm(y)—— f Pom+1(, y) dx si yeF}k,,

0
0 si yeF'X.
Alors, 1) r%(y) est intégrable au sens de Lebesque et on a

lf ri(y) dy ' < 2" @m1-b,
0

En effet, on a

[rwan|<] [ ([ as)a

l,v*

+”§+1f * 1[172n+1(x, Y) dx‘dy.

il i
Frnt1~Fm

A premiére terme, si 'on pose la suite d’intervalles contigus & 1’en-
1
semble fermé F'% dans [0,1]J, (j=1,2,--), ona | [ ( [ Fenrta ) dx>dy|
0

0}1"‘

Poms1(, Y) dxdyl<2 il ol I;=[0,1]XJ; pour tout j. A

deux1eme terme, d’aprés le Théoréme de Vitali, il existe une suite
d’intervalles J, (j=1,2,--) jouissant des propriétés suivantes:
1°) les extrémités de J, appartlennent a Fk.,—F} pour tout J;

2°) on a mes ((Fm+1—F3‘:)—jU J)=0;
=1
8°) pour tout J, on a sign < f Fanea(®, 0) dw>=sign < f Taes@
0 ’ 0

y) dw), quels que soient y,y’cdJ,.
Posons I,=[0,1]XJ,. Alors, on obtient, pour tout n=>m+1,
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f l f P20 41(2, Y) dm'dyéél f f Pon1(%, ¥) do dy |<27°2+1, Par suite,
=y

— 2
Frr1—¥im

on a l'inégalité voulue.
2) Posons pour tout m (m=0,1,2,.--)

fi(y)=f§(y)+grﬁ(y)-

On voit alors que pour tout ensemble E contenu dans [0,1] et tel
qu'on ait mes E<mes ([0,1]—F'}), on a

[1£2@) dy<2 gem-+1)+2-me>,
p

En effet, on a

Jisxwidy= [ (|E [ runeste, v) da|)ay

+f (12

an Ton+ l(w’ y) dx) dyr
EnF*;" -
a

m—1 1
2 [ ran(®, y) dxl) dyéff
7 MY [0, 11X 2

puisqu’on a mes ([0, 1] X E)=mes ([0, 1]—F}) <2 mes ([0, 1; 0, 1]
—F,,,;). Pour deuxiéme terme, on a, de méme que deuxiéme terme

dans 1), i f7'2n+1(x, Y) dx‘dy<2'(v2m+l—1).

BFY,

Conséquemment, on voit que la fonction
/]
o@)=lim [ 7,(@,4) do

est intégrable (E. R.) dans [0, 1].
3) Enfin, montrons qu’on ait

(&.R) [ o) dy=(E. R) [ [ f(z,4)dody.

Fomai(®, y)[ dw dy<2 $@m+1),

On a
lff;‘,(y) dy—-fffzmn(w, Y) dwdy' Sgﬂf'fl"'zmn(x, ) dwldy.

On a de plus, de méme que deuxiéme terme dans 1),

oo 1 1
= f \ f Toner(®, Y) dx.dy<2'(”2’”+1_l). Done, on obtient lim f fEy)dy
=m o 4 e 0

=lim f f Somser(®, ¥) da dy, d’ott 'égalité voulue.
I

D’aprés le Théoréme 1 et le Théoréme 2, Proposition 1 résulte.
De plus, on a le

Théoréme 3. Soit w={u,}, u,=V(F, v,;f.), une suite fonda-
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mentale définie dans Vintervalle I,=[a,b;c,d] et qui satisfait & la
condition suivante (xx):

(xx) 1°) Soit I, (i=1,2,---, %) un systéme de nombre fini de
produits directs [a,b]XJ, (J,;=[¢c,d]) sans points commun deux &
deux. Si, pour tout i, Pune au moins des extrémités de J, appartient
a proj. F,, on a pour tout n

:Z;f!;rn(ac,y)dxdy <27m,

2°) On a i f f |7, y) [ da dy <27*7+1 pour tout m.
m=0

CFnt1
8°) Ona U proj. ,F.=[c,d].

Alors, la fonction

. 1]
o@)=lim [ £.(,9) de
est intégrable au sems de Denjoy dans Uintervalle [¢,d]. On a
d .
(D) (o) ay=1im [ [ f.(0.9) da dy.
] I,

D’aprés le Théoréme 1 et le Théoréme 3, il s’ensuit qu'on a la

Proposition 2. Supposons que, dans la Proposition 1, une suite
Sfondamentale u={uw,} satisfait & la condition (x*) au lieuw de la con-
dition (x). Alors, la fonction

b
0W)=(E.R) [ f(z,v) do
est intégrable au sens de Denjoy dans [c,d], et on a

(D) [‘9w) dy=(E.R) [ [ 7@, ) dvdy.



