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47. Une Nouvelle Méthode pour Considérer la Série
comme une Intégrale. 1

Par Hatsuo OKANO
Université d’Osaka
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., May 12, 1962)

Etant donnée une suite a: Qg Oy, Ay, - + -, définissons une fonction
fo(%) par f,(x)=a, pour m<x<m+1(m=0,1,2,---). Alors, pour que

la fonction f,(x) soit sommable, il faut et il suffit que la série 20] @,

converge (convergence absolue).
Dans la presente Note, nous allons montrer que la série conver-

o
gente (convergence conditionelle) > a,, se caractérise par l'intégrabi-
m=0

lité (K. R.) de la fonction f,(x) et sa somme est donnée par 'intégrale
(B.R): Sa,=(E.R) f £ (2)da.
0

1. Soit R un espace muni d’'un systéme de voisinages. On dit
que R est un espace rangé si i tout nombre réel ¢>0 correspond une
famille de voisinages B.. Une suite monotone décroissante de voisi-
nages

V(D) 20:(p) 2+ - - 20,(P) 2 - -
sera dite fondamentale ou de Cauchy s§’il existe une suite de nombres
réels ¢, qui tend vers 0 et telle que chaque v,(p,) appartient & la
famille .

Or, désignons par M D’espace vectoriel des fonctions réelles finies
f(x) d’une variable réelle (— oo << o) et mesurables (non pas néce-
ssairement bornées), identifiant deux fonctions qui sont égales presque
partout, la topologie étant définie comme il suit:

Le systéme de voisinages de la fonction feM est défini par les
ensembles V(e 4; f) (¢ un nombre réel >0, A un ensemble mesurable)

de toutes les fonetions ge M telles que f | f(x)—g(x)| de<e.
A
Prenons pour la famille ¥, la totalité des voisinages V(e 4; 1)

jouissant de deux conditions suivantes:
(Fv) w(C(A)* <Le.

1) Voir H. Okano: Sur une généralisation de l’intégrale (E.R.) et un théoréme
général de ’intégration par parties, & paraitre.

2) v est une mesure fixe, définie et finie sur (—co, ), satisfaisant & deux condi-
tions suivantes:

1*) Tout ensemble mesurable pour la mesure lebesguienne est mesurable pour v.

2%)  Mes (A)=0 si et seulement si v(4)=0.
C(A) désigne le complément de A.
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(F,) Pour tout ensemble B tel que y»(B)<y(C(4)), on a
flf(ac)[ de<e.
B

Alors, nous pouvons démontrer le

Théoréme 1. Soit v=(V{(e,, 4,;f,)) une suite de Cauchy; alors,
Dintersection (V(e,, A,;f.) contient une et une seule fonction feM
et les f,(x) convergent vers f(x) presque partout. [ est désignée par
J().

Nous allons maintenant munir M d’une notion de limite. Nous
dirons qu’une suite de Cauchy v=(V(s,, 4,;f,)) converge vers une
fonction feM si d’'une part il existe un nombre réel %k jouissant de
I’inégalité

(P*) ku(C(A,.1))=x(C(4,))
pour tout =, si d’autre part on a J(v)=/f.

K?® désigne l'adhérence de l’espace L, de toutes les fonctions
sommables: K est ’ensemble de toutes les fonctions fe M telles qu’il
existe au moins une suite de Cauchy (V(e,, 4,;f,)) qui converge vers
f et telle que chacune des f, soit sommable. Etant donnée fe K, &(f)
désigne la totalité de telles suites de Cauchy. Alors, nous pouvons
démontrer le

Théoréme 2. Soit feK. Si (V(e,, A fu))eS(f) et (V(5,, Ba; 92))
e&(f), on a

lim fn(w)dx_llmfgn(x)db

n—00

lim f So(w)dz=1lim f g.(x)d.

n—co n—00

D’ol1 on peut désigner ces valeurs limites par I(f)® et I(f)® res-
pectivement.
Soit A un ensemble mesurable. Si feK, sa restriction f, sur 4

appartient également & K. Au cas ot I(f,)=I(f,), écrirons

I(f)=1(f)=(E. R) [ fw)d.

Si Ion a —oco <I(f)=I(f,)< oo, la fonction f(x) sera dite intégrable
(E.R.) sur A.

2. Passons a l’étude de la relation entre la série et l’intégrale
(E.R.), prenant pour v une mesure définie par

v(A)= f g(x)dx,

ol g(®)=2"" pour m<|z|<m+1 (m=0,1,2,--.).
D’abord, supposons qu’une suite a, converge vers 0. Posons

3) K, I(f) et I(f) dépendent de la mesure ».
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s;,"—_—max (z—n’ la’nla 2_1la’n—1 |;° ) z—nlaol),

&, =sup &f,
n<d

A,=(—oo0, n+1),
f.(x) pour xzcd,,
fn(x)-{ 0 pour z¢A4,.
Alors, v=(V (¢, A,;f,)) est une suite de Cauchy qui converge vers f,.
De plus, chacune des f,(x) est sommable. Done, f, appartient & K.

Inversement, supposons qu’une suite de Cauchy (V(e,, 4,;f,)
converge vers f,(f,€L,). Et, supposons, par impossible, qu’il existe
un nombre réel ¢>0 et une suite d’entiers m(0)<m(1)< --- telle qu’on
ait |a,.q |=>¢ pour tout 7.

Désignons par I, I'intervalle [m(z), m(¢)+1] et posons 1,=max
Mes(I,N(4,~4,_,)).

Premiérement, considérons le cas ou il existe une suite d’entiers
W(1)<i(2)< .- telle que l;,;,>2"" pour tout 7. Remarqons, d’abord,
que, dans (P*), nous pouvons prendre pour %k un entier >2,

Or, il existe, pour tout j, un entier n(s) tel que I, ,,=Mes (I,
n(Amj)—An(j)—l))'

Puisque v(C(4,,,-1))>2 """+ u(C(4,,,)), daprés (P*), on a

2(k—1u(C(A,;,)) =2 =y(I,;,); done

(1) [ 1@l do<2(e—1)s,,,
An(HNILH

D’autre part, on a

(2) [ @ —f @ dr<e,,

AplHNILH

(1) et (2) entrainent

& <=1+ Dewy.
Puisque lim #(j)=co, on a lime,;,=0. C’est une contradiction.
oo =

Deuxiémement, considérons le cas ou il existe une suite d’entier
i(1)<u2)< - -+ telle que I;,;,<27' pour tout j. Dans ce cas, il existe,

pour tout j, un entier n(j) tel que %gMes (L, NA, )< %
Soit B, 1’ensemble tel que B,=1I; N4, et que Mes (B].)———%.
Alors, on a u(Bj)<»(C(A,,,)); done,
[1fun@da<e,,,
Bj

D’autre part, on a

flfn(j)(w) _fa(x) ' dxésn(j)'

Done, on a
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Puisque lim ¢,.,=0, c’est une contradiction.

oo

Par conséquent, en vertu du Théoréme 2, on a
Théoréme 3. Pour gque la fonction f,(x) soit intégrable (E.R.),

o
il faut et il suffit que la série > a, converge. Dans ce cas, on a, de
m=0

plus, Sla,,= f fu@)da.
m=0 o



