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193. Uber die Zerlegbarkeit von michtkommutativen
Verbanden in kommutative Teilverbande

Von M. D. GERHARDTS
in Remscheid
(Comm. by Kinjiré6 KuNuGl, M.J.A., Dec. 18, 1965)

Einleitung. Die Theorie der nichtkommutativen Verbande wurde
begriindet von Pascual Jordan, der auf die Bedeutung dieser Algebren
fiir die Untersuchung quantenphysikalischer Probleme hinwies und in
zahlreichen Arbeiten grundlegende Betrachtungen iiber ihre Struktur
anstellte. Unabhangig von Jordan und Mitarbeitern (E. Witt, W,
Boge) hat auch S. Matsushita nichtkommutative verbandsahnliche
Algebren untersucht.

Die Jordansche Theorie verhadlt sich zur Verbandstheorie wie
die Gruppentheorie zur engeren Theorie der abelschen Gruppen. Wie
in der Gruppentheorie das Vorhandensein kommutativer Untergruppen
eine gewisse Bedeutung fiir die Struktur einer Gruppe hat, so ist
auch in der Theorie der nichtkommutativen Verbande die Existenz
kommutativer Unteralgebren fiir strukturelle Untersuchungen dieser
Algebra von einigem Interesse. Eine sehr weitgehende Frage dieses
Problemkreises ist die, unter welchen Bedingungen sich nichtkom-
mutative Verbande (Schiefverbande) vollstandig in nichttriviale
kommutative Teilverbiande zerlegen lassen., Nach einer friiheren
Mitteilung [2] ist fiir diese Zerlegbarkeit z.B. hinreichend, daB der
Schiefverband distributiv ist. In Verallgemeinerung eines Satzes
von G. Birkhoff haben in diesem Falle die entstehenden Verbande
noch die zusatzliche Eigenschaft der Nichtexistenz gewisser fiinfele-
mentiger Teilverbande. Die Distributivitdt ist indes keineswegs
notwendig flir die geforderte Zerlegbarkeit, denn in jedem nichtdi-
stributiven, aber kommutativen Verband ist diese ja trivialerweise
gegeben. Eine hinreichende und notwendige Bedingung mufB daher
eine Abschwachung sowohl des Distributiv- als auch des Kommutativ-
gesetzes sein. Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist die
Formulierung des in Rede stehenden Zerlegbarkeitskriteriums:

Fiir je drei Elemente a, b, ¢, eines Schiefverbandes gelte

(T,) (eVavbd)ANDBVa)=a\Vb und
(Ty) (and)V(OAaAc)=bAa.

Dariiber hinaus werden durch Betrachtung geeigneter Kongruenz-
klassen und Ideale einige weitere Erkenntnisse tber die Struktur
von nichtkommutativen Verbanden gewonnen.

§1. Q-Klassen und K-Ideale in Schiefverbanden. Def. 1.
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Es sei M eine nicht leere Menge, und A und \/ seien zwei bindre,
etndeutige und vollstandige Operationen tn M. Die Algebra M,
heiBt ein Schiefverband, wenn fiir je drei Elemente a,b,ce M die
folgenden Axiome gelten:

(A4,)) aNnOAe)=(aAb)Ac (4,) (avb)Ve=aVv(bVe)
(Br) aNn(bVa)=a (By) (anb)Va=a
(C) an(avd)=a (C,) (bAa)Va=a.

Das Axiomensystem ist dualsymmetrisch in folgendem Sinne: Es
ist invariant gegentiber Umkehr der Reihenfolge der Elemente bei
gleichzeitiger Permutation von A und V.

In Schiefverbanden M,, bestehen fiir je zwei Elemente a,bec M
die vier Gesetze:

(G, (@AD)ANa=aANb G,) avdva)=bva
(1)) ana=a (1,) a\Va=a.

Gelten dartiber hinaus fir je zwei a, b € M noch die beiden Forderungen
(K,) aAb=bAa (Ky) avb=bVa,

so heilt M, ein kommutativer Schiefverband oder ein Verband.

In einem Schiefverband sind die Aussagen a Ab=a und a\/b=b
einerseits, sowie a Ab=bVa und a\/b=bAa andererseits aquivalent.
Die durch

Def. 2. artb=—=a A\b=bVa
in M,, definierte Relation ~ ist eine Kongruenzrelation, d.h. eine
mit den Operationen A und \/ vertragliche Aquivalenzrelation. Be-
zeichnet man die zugehorigen Kongruenzklassen 2,(1€ A) als 2-
Klassen, so ist jede 2-Klasse beziiglich A und Vv ein Nest im
Sinne von Jordan-Witt [4], und die Faktorstrukture M/Q mit den von
A und \/ abgeleiteten Operationen ist ein Verband, der begleitende
Verband des Schiefverbandes M,,.

Def. 3. Es sei M,, ein Schiefverband. FEine nicht leere
Teitlmenge IS M heiBt ein Ideal von M,., wenn gilt:

acl, be M=——aANb, b\Vacl?

Jedes Ideal eines Schiefverbandes ist abgeschlossen beziiglich A
und \/, ist also ein Teilschiefverband von M,,. Der Durchschnitt
zweier Ideale ist entweder leer oder wieder ein Ideal. Ein Verband
hat nur ein einziges Ideal, namlich M,, selbst.

Sind fiir je zwei Elemente a, b eines Ideals die Identitaten a Ab=
bAa und a\/b=b\Va erfiillt, so nennen wir I ein kommutatives Ideal,
kurz ein K-Ideal. Hierfir gilt:

1.1) Je zwei K-Ideale eines Schiefverbandes sind entweder
fremd oder identisch.

(1.2) In einem Schiefverband sei Q2 eine 2-Klasse und I ein

1) Dies entspricht einem Ideal vom Typ (r, e) bei Matsushita.
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K-Ideal. Dann existiert genau ein Element ec M mit ec Q und
ecl.

Jedes K-Ideal enthilt also aus jeder ©-Klasse ein und nur ein
Element. Daraus folgt:

(1.3) Jedes K-Ideal eines Schiefverbandes M,, st ein dem
begleitenden Verband tsomorpher kommutativer Teilschiefverband
von M,,.

§ 2. 60-Klassen in T-Schiefverbanden. Wahrend in einem
Schiefverband M,, immer mindestens ein Ideal existiert, braucht es
in M,, keine K-Ideale zu geben.” Die Existenz von K-Idealen ist
hingegen, wie wir in § 3 zeigen werden, gesichert, wenn die folgende
Zerlegbarkeitsbedingung erfiillt ist; in diesem Falle ist jedes Element
a€ M in genau einem K-Ideal enthalten:

Fiir je drei Elemente a, b, ¢ eines Schiefverbandes M,, gelte

(T, (evVaVvdADVa)=a\Vb und
(Ty) (@Ab)VbAaAe)=bAQD

Schiefverbinde, fiir die diese Bedingung erfiillt ist, sollen T-
Schiefverbinde genannt werden. Fiir sie gelten folgende Aussagen:

(2.1) Sind a und b verschiedene Elemente der gleichen Q-
Klasse eines T-Schiefverbandes, so ist fiir jedes ce M

aANc#bAc cANa=cA\b
aVe=b\e cVa#e\b.

Beweis: Aus aAc=bAc wiirde mit a~b folgen

a=aANb=0bAa)V(@ANbAc)=b\V(aAc)=b\V(bAc)
=0BAb)V(BAbAC)=bAb=D.
Dual ergabe sich a=b aus a~b und ¢VvVa=cVvb. Wegen (x\Vec)Ac=
(xVveVe)A(eVe)=cVe=c fir alle xeM ist (aVe)Ae=(bVe)Ae,
woraus mit a\emb\/e¢ nach obigem avVe=b\Vc¢ folgt. Dual ist
cAa=cAb.

(2.2) In einem T-Schiefverband sind je zwet 2-Klassen gleich-
machtig.

Beweis: Es sei en 2, und 2, zwei 2-Klassen, a sei Element von
2., b Element von 2, und 2, sei die das Element aAb enthaltende
2-Klasse. Ordnet man jedem x€ £, das Element a\/xe 2, zu, so
liefert diese Zuordnung eine ein-eindeutige Abbildung von £, auf eine
Teilmenge von 2,, denn fiir verschiedene x, y € 2, sind a\vz und a\Vy
nach (2.1) verschiedene Elemente von £2,. Umgekehrt liefert die

/\sabc V|a,bc

2) Z. B. enthilt {a,b,c}ay mit @@ @ & ala b ¢ kein K-Ideal.
bidb b b bla b ¢
clb a ¢ cle ¢ ¢

3) Wegen der Assoziativitit beider Operationen kénnen einige Klammern hier
und in verschiedenen folgenden Gleichungen unterdriickt werden.
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Zuordnung z € 2,—z/\(a/\b) € &; eine eineindeutige Abbildung von £,
auf eine Teilmenge von 2,. Nach dem Bernsteinschen Aquivalenzsatz
ist daher |2,|=|%2;|. Entsprechend ist |2,|=|2,|, also insgesamt
|2, |=12.1.

(2.3) In einem T-Schiefverband sind die Aussagen aNb=
bAa und a\Vb=b\Va dqiivalent.

Beweis: Essei aAb=bAa. Mit (T,) ist aVvb=aV[bV(bAa)]=
(avd)V(OAa)und b\a=0b\Va)Vv(aAdb). Aus aAb=bAa und o\ b~
bVa folgt a\vb=bVa nach (2.1). Dual ergibt sich die Umkehrung.

Das Resultat (2.3) gibt Veranlassung, in einem Schiefverband
durch

Def. 4. a~b = aAb=bAa
eine weitere Relation einzufiihren, von der wir zeigen:

(2.4) In etnem T-Schiefverband ist die Relation~eine Kong-
ruenz-relation.

Beweis: Mit a~b und b~c¢ ergibt sich

aNe=(cAa)V(@NcAb)  (T)
=(cAa)V(@aNbAc) (Vor.)
=(cAa)V(bAa/c) (Vor.)
=(@Nc)V(bAaAc) 2.1)
=(@Ac)V(bAcNa) (2.1)
=(@Ac)V(AbAa) (Vor.)
=(@Ac)V(eAaNd) (Vor.)
=cAa. (T,)
Die Vertraglichkeit mit den Operationen folgt mit (G,) und (G,) aus
aAb~a und a\/b~b.

Bezeichnet man in Analogie zu der entsprechenden Definition in
§1 die durch~in M,, erzeugten Kongruenzklassen @x(xc K) als 6-
Klassen, so ist jede #-Klasse ein kommutativer Teilschiefverband
von M,,, also ein Verband, und die Faktorstruktur M/@ mit den
von A und \/ abgeleiteten Operationen ein Nest.

Nun erhalt man:

(2.5) In einem T-Schiefverband M, sei 2 eine 2-Klasse und
6 eine O-Klasse. Dann existiert genaw ein Element ec M mit ec Q
und ec 6.

Mit a2 und be @ ist Q2NO={aVv (bAa)}.

Beweis: Wegen

aANlaV(bAa)]=a=[aV(bAa)]Va
ist aVV(bAa)e 2; wegen
bALavV(bAa)]=bA[DVaVOAe)IA[(bAR)Va] (T,)
=bA[bVaVvbAa)]Aa C,)
=bAa (CL
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=(@AbA@)V(bAa) (C,)
=(aAb)V(bAa) (G))
=[aV(@AA)VOA)IALDOAG)V (@ NbAa)] (T,)
=[aVOA)IA[OAR)V(@aAbAa)] (C,)
=[aV(OAa)]AaND (T
=[aV(bAa)]AD

ist avV(bAa)eB. Dieses Element ist eindeutig bestimmt. Denn
aus x~y und x~y folgt z=axA@WVI)=2A@AY)=2cAYy=yAr=
YNYNAD)=yN@Vy)=y.

§ 3. Der Zerlegungssatz. Wir beweisen nun die am Anfang
von § 2 vorausgesagte Existenz von K-Idealen in T-Schiefverbanden:

(3.1) In einem T-Schiefverband ist jede durch die Relation~
bestimmte ©-Klasse ein K-Ideal.

Beweis: Es sei # eine #-Klasse von M,,. Mit a€® und be M
sind wegen aA(@Ab)=(aAb)Aa auch a Ab und wegen der aus (T,)
folgenden Beziehung aA(b\Vva)=(bVa)Aa auch b\/a Elemente von
0, d.h. # ist ein Ideal. Wegen der Kommutativitat von @ ist &
ein K-Ideal.

Aus (1.1), (1.3), und (3.1) folgt:

(3.2) FEin T-Schiefverband st zerlegbar im disjunkte, dem
begleitenden Verband isomorphe kommutative Teilschiefverbinde.

Umgekehrt ergibt sich:

(3.3) Ist ein Schiefverband M,, in K-Ideale zerlegbar, so ist
M, ein T-Schiefverband.

Beweis: Fiir je drei a, b, ce M liegen die Elemente (¢\VVa\Vb)A
(bVva) und a\/b einerseits, sowie (@ Ab)\V(bAaAc) und bAa ander-
erseits in der gleichen Q2-Klasse von M,,. Weiterhin sind diese vier
Elemente im gleichen K-Ideal enthalten, namlich in demjenigen,
das das Element b enthdlt. Aus der sich nach (1.2) ergebenden
Eindeutigkeit folgt die Behauptung.

Zusammenfassend gilt der folgende

Satz. FEin Schiefverband M,, ist dann wund nur dann in
kommutative Ideale zerlegbar, wenn fir je drei Elemente a,b,ce M
die Forderungen

(T (eVaVIINDVa)=a\Vb und
(T,) (aAb)V(AaNc)=bAa
erfillt sind.
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