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156. Le principe de domination de Ninomiya pour
les potentiels pris par rapport au noyau

invariable de composition

Par Masayuki IT
Institut Mathmatique, Universit de Nagoya

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.b.A., Oct. 12, 1967)

1. Nous prenons une fonction non-ngative continue (t) pour une
variable relle positive t telle qu’on ait limt0(t)>_0 et limt(t)-O.
Dans l’espace euclidien R dimension m(>=3), nous considrons
une fonction k(x)-(l x 1) et supposons toujours que k(x) est locale-
ment sommable. Cette fonction k est appele un noyau invariable
de composition. Le potentiel et l’nergie d’une mesure positive
pris par rapport au noyau k sont dfinis respectivement comme

k(x) I k(x- y)dl(y I (l x- y )dl(y) et I(/)-fkdt. Spcialement,

le potentiel d’ordre a(0<a<m) d’une measure positive / est dfini

comme u(x)- t lx-y
Le principe de domination: On dit que le noyau invariable de

composition k satisfait au principe de domination si, quelles que
soient / et u deux mesures positives, l’ingalit k,(x)<_k(x)est
satisfaite partout dans R ds qu’elle l’est sur le support S, de /.

Dans ce mmoire, nous dmontrerons les thormes suivants:
Thormes 1. Supposons que le noyau invariable de composi-

tion k sarisfair au principe de domination, et soit 2<_ m. Quelles
egal,teque soient et deux mesures positives dans R

k(x) <_u)(x) est satisfaite partout dans R ds qu’elle l’est sur S,.
Thorme 2.. Sous les conditions ci-dessus, quelles que soient

l negalte u(x)t et deux mesures positives dans R
est satisfaite partout dans R ds que negalte k(x)_k(x) est
satisfaite sur

Ninomiya [9 a dmontr les thormes ci-dessus dans le cas
off k(x)-Ixl"’-,ofiOa’<_2 ou 0a’m d’accord avec m:>3 ou
m-l, 2. De plus, les formes plus gnrales de ces thormes ont
t dmontres dans Ninomiya 10 et It5 [4.

En employant le thorme 1, nous obtiendrons le thorme
suivant:

Th4or4me 3. Soit k un noyau invariable de composition

satisfait au principe de domination. Pour un ensemble compact
K, si la capacitd cap(K) de K pris par rapport au noyau k est
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positive, la capacite d’ordre (x cap(")(K) de K est positive,) o
2<<m.

2. DSmonstation du th4ome 1. Pour cela, les lemmes
suivants sont n6cessaires.

Lemme 1. Supposons que le noyau invariable de composition
k satisfait au principe de domination. Si k n’est pas dgal d O, k
est un noyau d’un espace spdcial de Dirichlet sur R.

En effet, k n’6tant pas constant, en employant le th6orme dans
It5 [6, on peut associer une constante non-n6gative c(k) telle que
k-c(k) soit un noyau d’un espace sp6cial de Dirichlet sur R. Depuis
qu’on a lim_ok(x)-O, on a c(k)-O, d’ofi k est un noyau d’un
espace sp6cial de Dirichlet sur R.

De la th6orie de l’espace sp6cial de Dirichlet, nous obtenons le
suivant:

Lemme 2. Sous les memes conditions qu’au lemme 1, un
ensemble fermd F et une mesure positive f avec I(/)< + c, on peut
associer une, et une seule mesure positive t’ avec I(t’) < + portde
par F telle qu’on air k,(x)-k,,(x) k-p.p.p, sur F, u(x)uz,(x)

Voir Deny E3 et It5 E5.
Cette mesure positive/’ est appel la mesure balaye de / sur

F. Ensuite, nous employons la notation B(x, r) comme une boule
ouverte centre x et rayon r.

Lemme . Sous les m$mes conditions qu’au lemme 1, soient

r et r deux hombres positifs. Supposons que f est une mesure
positive avec la densit C(o.)(x), o C(o.)(x) est la fonction carac-
tdristique de B(O, r). Alors, la mesure balayde t’ de [ sur le com-
pldment CB(O, r) de B(O, r) est ddpendante seulement de la distance.

En effet, nous obtenons que le potentiel k, est dpendant seule-
ment de la distance. Soit a un lment de la boule-unit centre
O, et soient /’ et (k,) respectivement une mesure positive obtenue
de /’ et une fonction obtenue de k, par la rotation a autour de
O. Depuis qu’on a

dl,(y)’

f(I x-y
nous obtenons l’6galit6 ut,(x)-u,(x)k-p.p.p, sur CB(O,r), d’ofi

1) Au sujet de la capacitY, voir Brelot [1 et Ninomiya
2) Au sujet d’un espace spt!cial de Dirichlet, voir Deny [_3 et It5 [5].
3) On dit qu’une propritti est satisfaite k-p.p.p, sur un sous-ensemble X de

R si, pour toute mesure positive / avec Ik(/)<+ et St X, cette proprit est
satisfaite presque partout pour/ dans R.
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u,,(x)-uz,(x) k-p.p.p, sur CB(0, r.), off a(x)est le point obtenu de
x par la rotation a autour de 0. S,, tant dans CB(O, r.), on a
p’-p’, et par suite, la dmonstration est complete.

Immdiatement du lemme ci-dessus, nous obtenons le lemme
suivant"

Lemme 4. Soit le noyau invariable de composition lc un noyau
de l’espace spdcial de Dirichlet D sur R. A la boule B(O, r), on
peut associer une mesure positive e portge par CB(O, r)et ddpend-

ante seulement de la distance telle que fde’o<_1 et que, pour toute

fonction f finie et continue de D support compact dont le

est dans CB(O, r), on ait f(O)-lf(x)d.spectrum

En effet, nous prenons une suite d4croissante (r) des hombres
positifs telles que r.r. Soit une mesure positive avec la densit

(fC(o,)dx)-C(o,)(x), et soit/’ la mesure balaye de/ sur CB(O, r).

La suite (/) converge vaguement vers la mesure-unit en 0, et

depuis qu’on a /<1 et que /’. est d(pendante seulement de la

distance, nous pouvons supposer que la suite (/.’) converge vaguement
vers une mesure positive e porte par CB(O, r) et dpendante seule-

ment de la distance avecfd_ 1. Pour toute fonction f finie et

continue de D support compact dont le spectrum est dans CB(0, r),

Ifd[- I / d’ofion a fi /2, f(0)
.1

Dmonstration du thorme 1o Pour deux mesures positives
g et , supposons que k.(x)<_u)(x) sur S.. Nous pouvons supposer
que I(/)< +c et S. est compact. Parce que, en gnral, il existe
une suite (/.) des mesures positives support compact avec I(/.)< + c
telle qu’on ait lim.kz.(x)=k.(x) et k..(x)<_k.(x). I1 est suffisant
de d(montrer dans le cas off /=/:0, que k. est finie et continue et
qu’on ait k.(x)<u)(x) sur S.. Parce que, en gnral, d’abord nous
prenons une suite dcroissante (e.) des ensembles mesurables pour/
telle qu’on ait O<[(e.)<l/2n, et soit la restriction de/ sur Ce..
Alors, on a k..(x)<kz(x) et h(.)< +c. Le noyau invariable de
composition k satisfaisant au principe de continuitY,) en employant
la mthode ordinaire dans la thorie du potentiel (cf. Ninomiya 7),

4) Au sujet du spectrum d’une fonction de D, voir Deny V_3 et It6 [5.
5) On dit que le noyau invariable de composition k satisfait au principe de

continuitg si, quelle que soit / une mesure positive support compact, le potentiel

ks est fini et continu dans R dis qu’il l’est comme une fonction dfinie sur St.
Depuis que k satisfait au principe de domination, k satisfait au principe de con-

tinuit (cf. Ninomiya [7).
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la mesure positive , on peut associer une mesure positive

telle qu’on air _l,fdu<fdl/l/2n et que k soit finie et con-

tinue. Depuis que la suite (/.) converge vaguement vers / et
//., on a lim./.()-k(x). D’aprs la continuit de k, il existe
un voisinage ouvert V de S tel que k()_<u() dans V. Supposons

" prenne une valeur positive. Alors,qu il existe un point off
il existe une fonction f finie, continue et non-ngative support

ffdx-1 telle que Sz, appartient Vet que la fonc-compact avec

tion k,-u prenne une valeur positive en ce point. Depuis que
nous pouvons supposer que le potentiel . est borne, convergant
vers 0 l’infini et que kz, converge vers 0 l’infini," il existe un
point 0 dans CS,, tel qu’on ait

k,(Xo)-U)(Xo)=Sup {kz,(x)-u)(x); x e R}<0.
Nous pouvons supposer x0=0 par la translation voulue. Pour une
boule B(0, r) telle que B(0, r) Sz,, soit la mesure positive comme
dans le lemme 4. En employant le lemme 4 et que k, converge vers
0 l’infini, on a

k,,(0)- Ik,,s(x)deg(x). (1)

D’autre part, depuis que nous pouvons supposer que u) est non-

harmonique dans B(0; r), en employant fde__l et que e est d4pend-

ante seulement de la distance, on a

> fu")(x)de(x). (2)

L’galit (1) et l’ingalit (2) sont en contradiction avec notre sup-
position que la fonction kz,z-’.^(") prenne le maximum en 0. La
d(monstration est complete.

Le thorme 2 est immdiatement suivi du thorme de Nino-
miya (cf. Ninomiya [7]) et du thorme ci-dessus.

Corollaire. Supposons que le noyau invariable du composition
k sarisfair au principe de domination, k converge vers 0 l’infini.

En effet, pour toute fonction f borne, non-ngative et mesur-
able support compact, le potentiel k tant fini et continu em-
ployant le thorme 1, kz converge vers 0 l’infini. Depuis que
la fonction f est arbitraire, nous obtenons que k converge vers 0

l’infini.
3. Dmonstration du thorme 3. Pour un ensemble eompaet

K, supposons que eap(K)>0. Alors, ie existe une mesure positive
et non-zro p porte par K telle que le potentiel k, soit fini et

6) Voir Ito [4].
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continu dans R, parce que le noyau k satisfait au principe de domi-
nation (cf. Ninomiya [6). Soit 2___a<m. Nous prenons un autre
ensemble compact F tel qu’on ait FK. En employant le thorme
I et le thorme de Ninomiya dans [7, nous obtenons qu’il existe
une, et une seule mesure positive porte par F telle qu’on ait (i)
k(x)-[x k-p.p.p, on F, (ii) k(x)=<Ix ]- partout dans R. Alors,
I(/2) tant finie, on a

off / est une mesure positive telle qu’on ait /(e)-/(-e) pour
tout ensemble compact e,d’ofi on a cap(")(K) :/: 0, et par suite, la
dmonstration est complete.
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