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34. Sur les suites filtrartes de hombres

Par Tokui SAT et Yasusi TAKEMURA
Dpartement de Mathmatiques, Universitt de KSbe

(Comm. by Kinjir5 KuNu(I, M. . .., March 12, 1968)

1. Un des auteurs a donn dans 1 la notion de la suite
filtrante de nombres comme gnralisation de la suite de nombres
et expos qu’elle est une technique gnrale dans l’analyse mathma-
tique classique.

Nous montrons ici que quelques rsultats obtenus dans 1
subsistent sous l’hypothse plus faible.

2. Soient R l’ensemble des nombres rels et F un ensemble
ordonn filtrant au sens de Tukey.

Nous appelons {a} (a e R, 2 e F) suite filtrante de nombres.
Th4orme 1. La limite supdrieure et la limite infdrieure

d’une suite filtrante de nombres {a} (2 e F) sont respectivement la
plus grande limite et la plus petite limite.

Preuve. I1 suffirait de prouver que lim a est la plus grande

limite dans le cas off lim a est finite.
2eP

Par dfinition on a

lim a e L,
2eF

off L est l’ensemble des limites au sens gnralis de {a}.
Soit un lment quelconque mais fix de L, on a alors

l’ingalit

=<lim a.
2eF

Raisonner par l’absurde. Supposons que l’on ait

> lim- a.
2eF

On peut prendre e>0 tel que

lim a 1-e.

1 tant l’lment de L, l’ensemble / des lments / tels que 1-e
a, est cofinal dans F. On a donc

lira a, _<_lim a.
e, 2eP

D’aure pr, on obien
__< lira.

Par suite, on

lira lira ,
2eF
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ce qui est absurde. C.Q.F.D.
Dans la suite, on suppose que toutes les limites infdrieure et

supdrieure de suites filtrantes de nombres sont finies.
Th4orme 2. Soient {a} et {b} deux suites filtrantes de nombres.

Posons c-a+b(2 e F). On a alors les indgalitds
lim a+ lira b =<lim c
2eF 2er 2eF

(lim a+lim b}-(1 a+ lim b

lira e lira % lira b.
2er 2er 2eF

Preuve. I1 suri de prouver que l’on a l’ingli
lira c lim lim .
2eF eF eF

Posons -lim a, f- lim b, 7- lim c.
2F 2eF 2I’

Alors on peut prendre A’ et A" tels que
/+>b, 2’>__A’ e F),- < c,, 2"A" e F).

F tant filtrant, il existe un lment A de F tel que
A" A.A’A,

Par dfinition de , on peut prendre 2 tel que
g+e>a, 2A, 2 F.

On obtient donc

on

o+ t3 +2>a+b c
>7--,

>0 6tant arbitraire, on a
+/_>-7. C.Q.F.D.

D’une mme manire que la dmonstration du thorme 2, on
obtient le th6orme suivant.

Thorme 3. Soient {a}, {b} deux suites filtrantes de hombres
non-nega ,fs. Posons p ab ( e F) Ators on a les ,negal,tes

lim a lim b_<_lim p
2eF 2eF 2eF

[lim a lim b)

(a lim b
"2eF 2eP

lim p lim a lim b.
2eF 2eF 2eF

On obtient aisment le th6orme suivant.
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Posons d a/b

Rfrence

1 T. SatS: Sur l’analyse gt!nrale. V (Thorie des suites filtrantes de nombres).
Annali di Mat. Pura Appl., 74 (1966).


