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193. Sur les développements orthogonaux dans L(p,q). 1I

Par D. Lass FERNANDEZ
Instituto de Matemaéatica, Universidade de Campinas,
Campinas, Sdo Paulo, Brasil

(Comm. by Kinjiré KuNUGI, M. J. A., Dec. 12, 1969)

Dans cette Note, nous donnerons la démonstration du théoréme A.
Démontrons tout d’abord un proposition que nous aurons a utiliser
par la suite.

La proposition 2.9. généralise le théoreme 646 de [3], et pour le
démontrer dans le cadre des espaces L(p, q¢) il nous faut d’utiliser le
lemme suivant dii & Lorentz [4].

2.8. Lemme. Si p<gq, alors on a L(g, co)CL(p,1) et || fllx
<C|fllge

2.9. Proposition. Pour que > c,0,< L(p, @), 1<p< oo et 1<q
< o0, il faut et il suffit que la série
2.9(1) 2 €0
soit somable pour toute suite (§,), des coeficients de Fourier des
fonctions g € L(p’, ¢').

Démonstration. Soit S(f)=> ¢,0, € L(p,q) et g € L(p’,q"). Alors
Sip, g#00 ou p=1et g=co, on a

n — b _—
0= 2 Qi D ngjzj a.,(f; Hg(t)dt,
k=1 J a

b
oi=pl = 16:=0,1198)] at< 01— 1509
Donce |p;| converge puisque ||6,—a;||,,—0. Si fe L(p, ), 1<p<co,
on utilise I'identité

o= our; aat= | 7lgiDrwat

a

et le résultat est valable pour g ¢ L(p’, 1). Supposons maintenant que
— b P
0i=22 Qi 2 01@1=I g, (Dg®)dt

soit convergente, c’est a dire que 2.9(1) soit somable pour toute
g€ L(p’, /). Done, par le théoréme de Banach-Steinhaus, on a

2.9(2) ol <C.

Alors, (1) si 1<p<oo et 1<g< oo la conclusion s’ensuit par 2.4; (ii) si
p=1 et gq=c0 on a L(, co)=L' et ce cas est compris dans le cas
précédent; (iii) si 1<p<oo et g=co on a L(p, o) L?~¢, (¢>0), done
o,—f (dansg L?~); alors, on a ¢,—f, p.p., et o¥— f* (remarquons que
P’espace est de mesure finie) et par 2.9(2) on voit que oX*(t) < Ct~"? done
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S*¥(@®)=Ct""? et dans ce cas le résultat est démontré; (iv) si p=qg=co
on renvoye le lecteur a [3]. La démonstration est terminé.

Montrons encore la proposition suivante.

2.10. Proposition. Soit fe L(p, q), g L(p’, @), 1<p<L0,1<q
<oo. Posonsc,=(f19,) et d,=(g]0,). Alors, la serie
2.10(1) > cady,
est T-somable et
2.10(2) 1= fada=lim 3 a (33 eud),

n—o k=0

en particulier, si 2.10(1) est convergente, on a

b -
2.103) ( f|g)=j fade=3" cd.
Démonstration. On a
A,=3 ay, (Z cndn) =Ib (Z G 2, cjﬁj) gdz,
k=0 j=0 a\k J
D,=(f19—A,=(f|9—(0.|9D=(—0.19
d’olu
| Dy | K| f =0 nllpall9llprar
sip, g# o0 on a | f—0,|,,—0 et alors D,—0, d’olt A,—(f|g). Sip=1
et g= o, ce cas est compris dans 'antérieur. Si 1<p< oo, on change
les rdles de f et g et la démonstration est terminée.

3. Démonstration du théorém A. Supposons que F' est bien
définie et soit ce 1(p, ¢). Soit aussi f e L(p, q) et f =(f,). Alors la
série

Sleafal
est convergente comme on voit en utilisant I’'inégalité de Holder.
Done par 2.9, il existe g € L(p/, ¢"), telle que ¢,=(g|9,) et on a
F'((p, @)Ly, q').
D’un autre c6té, supposons que F' est continue. On a par 2.9 et 2.10(3)
[(F1D =122 Cnfrl =Hchq’Hpr'azC“C“pq'”fnp'q'
et
llgllpfq'=l§fl|il£l(f|g)l <Cliellpqr-

Réciproquement, supposons que F°(1(p, q¢")) CL(p’, ¢). Soit d une suite
de 1(p, ¢’); alors, il existe g € L(p’, ¢’) telle que d,=(¢|9,), n=0,1, - -.
Soit f e L(p, q); alors la série
Sidafal
converge. Donc fe 1(p/, q) et F(L(p, ¢))C1(p’, ). D’autre part, on a
t |2 dufal = 1FIDI 1S N pall 9120 L C S gl Al par
e
1/ llpra=8UR I dn Sl SCIF 150

et la démonstration est terminée.
4. Application. Nous indiquerons ici une application du théoreme
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A pour obtenir une généralisation d’un théoréme bien connu dii a Paley
(voir [8, p. 123]). Dans la démonstration il nous faut du lemme
suivant di & Stein [7] et Hirschmann [1].

4.1. Proposition. Si feL'(a,b)ona

(&, @) <c ([ rrwrareaa)”
ol
0<a<l/p’, q=pet A=1/q+1/p—1+a>0.

4.2, Théoreme. Soit 1<p<2<q<oo (1). St F est Uopérateur
qui associe & chaque fonction fe L' la suite f de ses coefficients de
Fourier. Alors, on a

4.2(1) F: L(p, n—-1@’, n), (1<r< )
4.2(2) F: L2, p)—1(2, p),
4.2(3) F: L2, 2)—1@2, 2).

(ii) Si F" est Uopérateur qui associe & chaque suite de 1, la fonction
f e L}, sielle existe, telle que ¢,=(f10,), n=0,1, ---, on a

4.2(4) F: g, N—L(g, 1), (1<r<oo)
4.2(5) F°: 12, - L2, 9,
4.2(6) F°: 1(2, 2)—L(2, 2).

Démonstration. Evidement 4.2(3) et 4.2(6) sont des conséquences
de I’égalité de Parseval. Alors, par le théoréeme classique de Paley,
on a les applications suivantes:

4.2(7) F: Lp,ZL(pu p)—1(D;, p.), P=1+4¢,0<e<])

F:L,=L(Z2, 2)—1,=1(2, 2).
Donc par [8] on a
4.2(8) F: L(p, =1, 1)
oul/p=QA—1t)/p,+t/2, 0<t<1l et 1<r<co. D’autre part, sil’on pose
a=1/2—1/p, a=— A et p=q dans 4.1, on obtient

16]l2p < Il F 2o
donc on a
F: L2, p)—12, p).

La démonstration de (ii) est une conséquence immédiate du
théoréeme A. Remarquons que le cas =1 dans 4.2(1) ne s’obtient pas
de 4.1 et 4.2(2) ne résulte pas de 4.2(R).

On peut démontrer (ii) en faisant des modifications dans la
démonstration du théoréme de Paley, donné par [8]. Stein [7] et
Hirschmann (1) ont obtenu des résultats analogues & (ii) par méthodes
assez diférents.

L’auteur remercie vivement & M. le Professeur E. T. Oklander
par les conseils et 'aide qu’il a bien voulu lui donner pendant la
réalisation du travail.
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