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193. Sur les dveloppements orthogonaux dans L(p, q). II
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Instituto de Matemtica, Universidade de Campinas,

Campinas, So Paulo, Brasil

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M. J. A., Dec. 12, 1969)

Dans cette Note, nous donnerons la dmonstration du thorme A.
Dmontrons tout d’abord un proposition que nous aurons utiliser
par la suite.

La proposition 2.9. gnralise le thorme 646 de [3], et pour le
dmontrer dans le cadre des espaces L(p, q) il nous aut d’utiliser le
lemme suivant dfi Lorentz [4].

2.8. Lemme. Si pq, alors on a L(q, c)cL(p, 1) et Ilfll

2.9. Proposition. Pour que cO eL(p, q), 1NpN et 1q
N, il faut et il sut que la srie
2.9(1) CnO
soit somable pour route suite (n), des coeficients de Fourier des

fonctions g e L(p’, q’).
D4monstration. Soit S(f)- CnO e L(p, q) et g e L(p’, q’). Alors

sip,q oup-letq-, ona

p- a c-: (f; t)g(t)dt,
k=l j

Done P] converge puisque a-alpqO. Si f L(p, ), l<pg,
on utilise l’identit

et le rsultat est valable pour g L(p’, 1). Supposons maintenant que

ffn(t)g(t)dt

soit convergente, c’est dire que 2.9(1) soit somable pour route
g e L(p’, q’). Donc, par le thorme de Banach-Steinhaus, on a

2.9(2) IallpqC.
Alors, (i) si lgp et lgq la conclusion s’ensuit par 2.4; (ii) si
p-1 et q- on a L(1, )-L et ce cas est compris dans le cas
precedent (iii) si lp et q- on a L(p, )L-, (e 0), donc

af (dans L-’) alors, on a af, p.p., et af* (remarquons que
l’espace est de mesure finie) et par 2.9(2) on voit que a(t)g Ct-1 donc
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f*(t)=Ct-v et dans ce cas le rsultat est dmontr; (iv) si p=q--oo
on renvoye le lecteur [3]. La dmonstration est termin.

Montrons encore la proposition suivante.
2.10. Proposition. Soit f e L(p, q), g e L(p’, q’), l<_p<_oo, l<_q

<_ . Posons c=(f]) et dn:(g]n). Alors, la serie
2.00)
est T-somable et

2.10(2) (fl)= fOd-lim a ed
=0 j=o

en particulier, si 2.10(1) est convergente, on a

Dmonstration, 0n a

Dn- (fig) An (f g) (an g) (f an g)
d’ofi

si p, q:/: oo on a IIf-anllpq--+O et alors Dn--O, d’ofi An-(f]g). Si p=l
et q= oo, ce cas est compris dans l’antrieur. Si l<pg oo, on change
les r61es de fet g et la dmonstration est termine.

3. Dmonstration du theorem A. Supposons que F est bien
dfinie et soit c e l(p, q’). Soit aussi f e L(p, q) et f--(fn). Alors la
srie

est convergente comme on voit en utilisant l’ingalit de HSlder.
Doric par 2.9, il existe g e L(p’, q’), telle que Cn=(gln) et on a

F(I(p, q’)) c L(p’, q’).
D’un autre cSt, supposons que F est continue. On a par 2.9 et 2.10(3)

et
[g,q,=sup (f g) Cc,q,.

Rciproquement, supposons que F(I(p, q’)) L(p’, q’). Soit dune suite
de l(p, q’); alors, il existe g e L(p’, q’) telle que d=(g]n), n=0, 1,
Soit f e L(p, q); alors la srie

converge. Donc f e l(p’, q) et F(L(p, q))c l(p’, q). D’autre part, on a

nf (f g) llfilpqilgiip’q’ C]f]qdq,
et

et la d,monstration est termine.
4. Application. Nous indiquerons iei une application du thorme
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A pour obtenir une gnralisation d’un thorme bien connu dfi Paley
(voir [8, p. 123]). Dans la dmonstration il nous faut du lemme
suivant dfi Stein [7] et Hirschmann [1].

4.1. Proposition. Si f e Ll(a, b) on a

off
O<_al/p’, q-p et 2-1/q+l/p-l+a>_O.

Thorbme. Soit 1_p 2 q c (i). Si F est l’opgrateur4.2.
qui associe chaque fonction f L la suite f de ses coefficients de
Fourier. Alors, on a
4.2(1) F" L(p, r)--. l(p’, r), (1

_
r_< c)

4.2(2) F’L(2, p)l(2, p),
4.2(3) F" L(2, 2)41(2, 2).
(ii) Si F est l’opdrateur qui associe chaque suite de 10 la fonction
f e L, si elle existe, telle que Cn--(f]n), n--O, 1, ..., on a
4.2(4) F" l(q’, r)-L(q, r), (1<_ r <_ c)
4.2(5) F" 1(2, q)L(2, q),
4.2(6) F" 1(2, 2)--.L(2, 2).

Dmonstration. Evidement 4.2(3) et 4.2(6) sont des consequences
de l’galit de Parseval. Alors, par le thorme classique de Paley,
on ales applications suivantes"

4.2(7) F" L--L(p, p)-l(p, p), (p 1 + e, 0 e

_
1)

F" L.- L(2, 2)412-1(2, 2).
Donc par [8] on a
4.2(8) F’L(p, r)-l(p’, r)
off 1/p=(1--t)/p,+t/2, 0tl et l_<r_<c. D’autre part, si l’on pose
=1/2--1/p, a---2 et p=q dans 4.1, on obtient

donc on a
F’L(2, p)-.1(2, p).

La dmonstration de (ii) est une consequence immediate du
thorme A. Remarquons que le cas r-1 dans 4.2(1) ne s’obtient pas
de 4.1 et 4.2(2) ne rsulte pas de 4.2(8).

On peut dmontrer (ii) en faisant des modifications dans la
dmonstration du thorme de Paley, donn par [8]. Stein [7] et
Hirschmann (1) ont obtenu des rsultats analogues (ii) par mthodes
assez difrents.

L’auteur remercie vivement M. le Professeur E. T. Oklander
par les conseils et l’aide qu’il a bien voulu lui donner pendant la
ralisation du travail.
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