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191. Quelques exemples des ¢-fonctions d’Epstein pour les
opérateurs elliptiques dégénérés du second ordre

Par Norio SHIMAKURA

(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M. J. A., Dec. 12, 1969)

§1. Soient » un entier =2 et 2 la boule unitée de R":
n 1/2
Q:{x:(wl,-~~,xn)eR";[x|—=-<Zx2j) <1}. (1)
7=1

Traitons, dans 2, un opérateur différentiel L elliptique dégénéré au
bord

Lu(w)=~ 310 Ja~1o0)- 2% @) + - uca). (2)

i=1 o, 0x;

L est auto-adjoint positif dans L*(Q) du domaine P[L]={u(x) ¢ H'(2);
A—|zPu(x) e H(2)}. L est un cas particulier des opérateurs traités
par Baouendi-Goulaouic [2]. Son spectre se consiste des valeurs
propres positives dont chacune est de multiplicité finie. L’invariance
de L par rapport aux rotations nous facilite de calculer toutes ces
valeurs propres et les fonctions propres correspondantes: Définissons
une suite double {4;,}7,-, et une autre suite {¢(k)};., en posant

Ao =Q@lI+DQ@I+2k+n—1), pour £k, 1=0,1,2,---; (3)
¢n0)=1 et pk)=2 pour k=1, si n=2;
(k+n—3)! (4)

ﬂ(k)=(2k+n—2)m pour k=0, si n=3.

Proposition 1. () {4;}r:-0 est la totalité des valeurs propres
de L dont chacune A, est de la multiplicité p(k);

(B) Pour (k,1) fixe, une base des fonctions propres correspondant
0 2y, est formée par les fonctions de la forme

Ug,1,,(X) =H}, ()P (|2, (5)
o v varie de 1 & u(k), {H, ,(x)}:® est une base des polynomes harmoni-
ques homogeénes d’ordre k, et les P, ,(t) sont des polynomes de t d’ordre
I tels que P, ,(0)=0.

Preuve. Nous savons I’hypoellipticité de L (voir [2]). Résolvons
Péquation Lu=Au par séparation des variables radiale et sphériques.
Quel que soit 4 € C, on obtient une solution formelle de Lu=Au. Mais
la demande u € P[L] implique que 4 est 'une des 4, ; ci-dessus et que u
est une combinaison linéaire des fonctions de la forme (5). C.Q.F.D.

Soit maintenant T>0 et désignons par N(T) la somme des pu(k)
telles que 4,,,<7T. Alors, nous avons facilement le théoréme suivant:

Thecoreme 1. Lorsque T tend wvers +oo, N(T) se comporte
asymptotiquement
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N(T)~% log-T, si n=2;

21—n Tn—l . >3 (6)
m—2m_Dn1 o "=

Nous définissons enfin une {-fonction d’Epstein {,(s) pour L en
posant

N(T)~

L(s)= z z (o)A, (7)

(Bochner [3] ’appelle plutot série de Dirichlet). Il est facile de voir
que {;(s) est holomorphe dans Re-s>n—1. Pour chercher le pble le
plus & droite, calculons d’abord trés grossieérement: Si n=2, on voit

que
1 1

S o 36—

j:(l——t)C(Z; i+ _;_) dt (8)

est holomorphe dans Re-s>1/2, ou {(z; a)=i})(j—|—a)"‘ (Re-z2>1 et
a>0) est la {-fonction de Riemann. Sin= 3,jon voit aussi que
21—7’L
TR R X (R (9)
est holomorphe dans Re.-s>n—(3/2). Un raisonnement plus rigou-
reux nous donne enfin le résultat suivant:

Theoreme 2. Soit n=2. Alors, {.(8)/{I'(s—n+1I'(2s—n)} est
une fonction entiére de s.

Remarque. Sin=2, {;(s) est holomorphe méme au point s=1/2,
Donc, ce théoreme n’est pas le meilleur résultat possible sur les sigula-
rités de {.(s).

Preuve du Théoréme 2. Définissons, pour a et 8 complexes,

Fla, =3 z @L+1)-*@p+ 1), (10)
Alors, nous avons
£L(8)=2F(s,s)—2"%{(2s;1/2), si n=2; an
23—n n-2 S . .
CL(8)=(7_—2)—”§( IN=1DIF(s—j,s—n+2+7)
+h j;_scth(s—j,s—h), si n=3, 12)

avec de certains coefficients ¢;, indépendants de s. Nous savons que
£(z; a)—(z—1)* est une fonction entiére de z (pour a>0 fixé). Donc,
nous sommes ramenés a étudier les singularités de F(a, ). Nous
voyons que F(a, f) et la fonction

fla, B; @, y)= j:du “@uta+ D)@Y+ Do,y >0 (19)

ont exactement les mémes singularités en (a, ), et que f(a, 8; z,¥)
[{I'(B—DI(a+ B—2)} est une fonction entiére de (a, §), d’ou le
théoréme. C.Q.F.D.
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L’auteur a été communiqué que M. Boutet de Monvel a récem-
ment obtenu un résultat analogue & ce paragraphe pour le méme
opérateur mais par une méthode différente.

§2. Nous passons au deuxiéme exemple. Soit #=>2, et désignons

Q={x=(x/9 xn)z(xh cersTpogy xn) €R"; xn>0} 14)
le demi-espace euclidien. Traitons, dans 2, un opérateur différentiel
L elliptique dégénéré du second ordre

Lu@)=—31-0 o, 0% @) + @z, + butw), (15)

=t oz, | " oz,

ol les a et b soient des constantes telles que 0<b<a. Alors, L est
auto-adjoint =bI dans LXQ) du domaine PIL]={u(x) ¢ H'(2); z,u(x)
e HX(2)}. Nous allons considérer le probleme de Cauchy pour ’opéra-
teur parabolique _867 4+ L, ou t>0 est la variable du temps qu’on ajoute
de nouveau. Alors, quel que soit f(x) e DIL], il existe la solution
unique w(t,x) dans lespace fonctionnel &E=WH"(R, ;L¥(2))
NL>(R, ; DIL)) de I'équation

a—u(t, )+ Lu(t, x)=0, pour (t,x)eR,X2;
ot (16)

u(+0, )= f(x), pour xecf.
Et, de plus la solution s’exprime par un noyau de Green. Posons a
priori

Kt; ,) ny Yn) = pe_bt I 2p¢xnyn * - n n th t )
@ & T ) = oh o(sinh(pt)> exp {— (. +ya) coth (D)}

pour t>0;& eR**';x,,¥,>0, ol p=(&}+a)"; amn
ici, I, est la fonction de Bessel modifée d’ordre 0. Soit encore

K(t; @, @0, y) =@ [ o VR (3 &, w0, y)dE'

pour ' e¢R* ', x,>0 et y,>0. (18)
Proposition 2. Soit f(x) e D(2). Alors, la solution wunique
u(t, x) € & du probleme de Cauchy (16) s’exprime

utt, )= K(t; o'~y 2y f@)dy. 19)
Preuve. Posons v(t, &) (resp. g(&)):Le'”'fu(t, x) (resp. f(x))dx.
Alors, 'équation (16) se transforme en
[%’ti(t, &) +il1EF+a) 22 (5, )+ D)ot £)=0, si >0,

06,

v(+0,8)=9(5). (20)
Nous effectuons encore la transformation de Laplace par rapport & ¢,
et obtiendrons une équation différentielle ordinaire par rapport a &, a
parameétres (4,£") e R, X R*"' (A désigne la variable duale &4 £). Cette
équation-ci se résoud, si I’on remarque que g(&) et la solution cherchée
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sont holomorphes dans le demi-plan Im. &,<0 (pour (4, &) fixé).
Enfin, la transformation réciproque de Laplace nous donne la forme
concréte de v:
v(t, §)=pe "g(&’, L.(t, £))-{i€, sinh (ot) + p cosh (pt)}™
ot C,(t, &)= — o{po sinh (pt) + £, cosh (o)} 21
Sl €) &, sinh (ot) —ip cosh (pt) @1
L’image réciproque de Fourier u(t, ) de v(¢, &) a son support dans 2,
elle appartient a &, et satisfait & (16). Done, u(f, ) ainsi définie est
la solution cherchée. Sinous I’écrivons sous la forme (19), nous avons

f et K(t; &, Xy, Yu)dX
Q2

_ pe-?t . . "

i, sinh (oD T p cosh (oD) exp{—i.La(¢, )}

pour t>0,§e¢R* et ¥,>0. 22
D’oli le résultat. C.Q.F.D.

Maintenant, nous définissons une {-fonction d’Epstein pour L
défini par (14). Naturellement, le trace K(¢; 0, x,, ,) du noyau K n’est
plus intégrable dans 2, car il ne dépend pas de /. Alors, nous posons

)= [tmat [ Kt 0,20 2 d, 23)
I'(s) Jo 0

d’abord pour Re-s>n—1. Et, nous avons une propriété méromorphe
du prolongement analytique de ;(s):

Theoreme 3. Soit {,;(s) définte par (23). Alors, (s—1){,(s)
| I'(s—mn+1) est une fonction entiére de s, st 0<b<a. St, en particulier,
b=0, (s—1I'(s/2).()'(s—n+1)/2) est déja entiere.

Preuve. Le rapport entre (17) et (22) est évidente. Nous avons
d’abord

e—bt

WKt; I, ns nd R S T TN
L (3 & @ =5 o)

Pour obtenir {,(s), il faut intégrer par rapport & &’ et ensuite en ¢.
Nous changeons ’ordre de ces intégrations, et trouvons finalement
@V ) L($)EL(5)
e
=5\ a ) TR 2 2 » (25)
d’ol le théoreme. C.Q.F.D.
§ 3. Soit encore n=2, et soit maintenant £ un ouvert borné
quelconque de R™ & frontiere I' de classe C~. Supposons que £ soit
situé localement & un seul co6té de I'. En généralisant Popérateur
traité dans le paragraphe 1, nous posons
Luw)=~31-2_o@ T ()] + c@puta),

=1 0x, ox,

29
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oll ¢(») soit une fonction de classe 9D(2) positive dans 2 telle qu’il
existe une constante positive ¢ de sorte que
p@)=dis.(z, I, si dis.(z,[N<6 et ze, 27

et c(x) soit aussi de classe 9D(2) positive sur 2. L est un exemple
assez général du genre d’opérateurs de Baouendi-Goulaouic [2]. L est
auto-adjoint défini positif du domaine PDIL]={u(x) e H(Q); p(x)u(x)
e H(2)}. Le spectre de L se consiste des valeurs propres positives
dont chacune est de multiplicité finie. Notons-les {4,};., suivant I'ordre
de croissance, oll 'on compte chaque 4, & sa multiplicité. Le résultat
le plus important de la théorie spectrale conne jusqu’a maintenant est
le suivant:

Theoreme (Baouendi-Goulaouic [2]). Soit n=2. Désignons 4; la
j-iéme valeur propre de L défini par (26). Alors, nous avons
1°) ljim.(lj-j‘zfn)zo, et, (28)

2°) lim.(2, 577 )= + 00, quel que soit ¢>0. (29)
Jooo

Il est naturel de nous demander si nous pouvons déterminer le
comportement asymptotique exact des valeurs propres comme dans le
cas classique non dégénéré (voir par exemple Arima-Mizohata [1]).
Jusqu’a présent, nous n’avons aucune réponse définitive présentée sur
ce sujet. Ce qui est évident est la propriété méromorphe des {-fonc-
tions {.(s; z,¥) et {,(s; ) (pour x et y dans 2 distincts) que Bochner
a définies dans [3]. Pour z et ¥ fixés dans l'intérieur de 2, ces fonc-
tions-ci se comportent somme si L n’était pas dégénéré. Mais, quant
a la fonction

CL(s)=glz;s, (30)

nous ne connaissons que la convergence (et I’holomorphie) pour
Re.-s>n—1. Alors, il sera intéressant d’examiner la validité d’une
conjecture que voici:

Conjecture. Soient n=2 et {,(s) définie par (80). Alors,

(1°) La fonction £.(s), qui est holomorphe dans Re-s>n—1, est
méromorphe dans le s-plan complexe tout entier, et ses poles sont tous
situés sur Uaxe réel;

(2°) Le vrai pole le plus & droite est s=n—1; il est double lorsque
n=2, et il est simple lorsque n=3;

(83°) Dans le développement de Laurent de {.(s) au point s=n—1,
désignons par C, le coefficient de (s—1)~? lorsque n=2, et le coefficients
de (s—n+1)"! lorsque n=8. Alors, ce coefficient C, divisé par Uaire
|| de la frontiére I' est une comstante positive universelle qui me
dépend que de la dimension n (Signalons la particularité de L que Uon
voit dans (26) et (27)).
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Si le point (2°) de cette conjecture était correct, nous aurions le
comportement asymptotique exact (mais seulement pour »=3) via un
théoréme taubérien d’Ikehara.

Pour terminer, lauteur tient a remercier & Monsieur le Professeur
T. Kotake des discussions si fructueuses avec lui.
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