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191. Quelques exemples des .fonctions d’Epstein pour les
oprateurs elliptiques d$gnrs du second ordre

Par Norio SHIMAKURA
(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M. d. A., Dec. 12, 1969)

1. Soient nun entier :>2 et t la boule unite de R

j=l

Traitons, dans /2, un oprateur diffrentiel L elliptique d4gnr au
bord

Lu(x)----:Ox= (1-lxl2)
Oxj

(x) +(n-1)u(x). (2)

Lest auto-adjoint positif dans L(tg) du domaine _q)[L]-{u(x) e H(9)
(1-1xl)u(x) e H(9)}. Lest un cas particulier des oprateurs traits
par Baouendi-Goulaouic [2]. Son spectre se consiste des valeurs
propres positives dont chacune est de multiplicit finie. L’invariance
de L par rapport aux rotations nous acilite de calculer routes ces
valeurs propres et les onctions propres correspondantes" Dfinissons
une suite double {2,},=0 et une autre suite {/(k)}=0 en posant

2,t-(2/+l)(21+2k+n-1), pour k,l-0,1,2,...; (3)

{/(0)-1 et 2)(;(k)-2 pour k>=l, si n-2;}+n--3) (4)
/(k)-(2k+n-- !(n--2)! pour k>__0, si n>=3.

Proposition 1. (a) {2,t},=0 est la totalitg des valeurs propres
de L dont chacune , est de la multiplicit /(k)

(fl) Pour (k, l) fixe, une base des fonctions propres correspondant, est formde par les fonctions de la forme
u,,(x)-H,(x)P,(Ix ), ( 5 )

oit varie de 1 5/(k), {H,(x)}"( est une base des polynSmes harmoni-
ques homognes d’ordre k, et les P,(t) sont des polynSmes de t d’ordre
tels que P,(0):/:0.

Preuve. Nous savons l’hypoellipticit de L (voir [2]). Rsolvons
l’quation Lu=2u par sparation des variables radiale et sphriques.
Quel que soit 2 e C, on obtient une solution ormelle de Lu-2u. Mais
la demande u e 2[L] implique que 2 est l’une des 2, ci-dessus et que u
est une combinaison linaire des onctions de la forme (5). C.Q.F.D.

Soit maintenant T>0 et dsignons par N(T) la somme des /(k)
telles que 2,<__ T. Alors, nous avons facilement le thorme suivant"

Thcoreme 1. Lorsque T tend vers +c, N(T) se comporte
asymptotiquement
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T log. T, si n-2;N(T)..

1-n

N(T). T-, si n>_3.
(n--2)(n-- 1)

(6)

Nous dfinissons enfin une -fonction d’Epstein (s) pour L en
posant

(s)- [(k);,. ( 7 )
k=O =0

(Bochner [3] l’appelle plutSt srie de Dirichlet). I1 est facile de voir
que (s) est holomorphe dans Re.sn--1. Pour chercher le pSle le
plus droite, calculons d’abord trs grossirement" Si n-2, on volt
que

(s)-
4(s- 1)------ 2(s- 1) -est holomorphe dans Re.sl/2, off (z; a)=(j+a) (Re zl et

j=O

a0) est la -fonction de Riemann. Si n3, on voit aussi que

(s)- 2-n (9)
(n-- 2)(n-- 2) (s--n+ 1)

est holomorphe dans Re.sn--(3/2). Un raisonnement plus rigou-
reux nous donne enfin le rsultat suivant"

Theoreme 2. Soit n>=2. Alors, (s)/{F(s--n+l)F(2s--n)} est
une fonction entire de s.

Remarque. Si n--2, (s) est holomorphe mme au point s-1/2.
Donc, ce thorme n’est pas le meilleur rsultat possible sur les sigula-
rfgs de (s).

Preuve du Thorme 2. Dfinissons, pour et complexes,

F(,/)- (2// 1)-"(2p / 1)-. (10)
=0p=

Alors, nous avons
(s)-2F(s,s)-2-(2s; 1/2), si n--2; (11)

(s)- 2- .()(-- 1)F(s-], s-n/2+ ])
(n-2) ]

+ cF(s--j,s--h), si
h+j_n-3

avec de certains coefficients c indpendants de s.
(z; a)-(z-1)- est une onction entire de z (pour a)0 fix).
nous sommes ramens tudier les singularits de F(a, fl).
voyons que F(a, ) et la onction

f(a, ; x, y)::d:(2u+x+l)-"(2v+y+l)-’dv(x,y>O) (13)

ont exactement les m6mes singularit6s en (a, fl), et que f(a,/;x, y)
/{F(fl 1)F (a + fl 2)} est une onction enti6re de (,/), d’ofi le
th6or6me. C.Q.F.D.

n=3, (12)

Nous savons que
Donc,
Nous
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L’auteur a t communiqu que M. Boutet de Monvel a rcem-
ment obtenu un rsultat analogue ce paragraphe pour le mme
oprateur mais par une mthode diffrente.

2. Nous passons au deuxime exemple. Soit n>_2, et dsignons-- {X (X’, Xn) (X, ’’’, Xn_, Xn) e R Xn > 0} (14)
le demi-espace euclidien. Traitons, dans 9, un oprateur diff6rentiel
L elliptique d&g&n&r& du second ordre

o les a et b soient des constantes telles que 0__<b<a. Alors, L est
auto-adjoint >__ bI dans L(tO) du domaine _q)[L]-{u(x) e H(tg) XnU(X)
e H(tO)}. Nous allons considrer le problgme de Cauchy pour l’opra-

teur parabolique -+ L, oh t> 0 est la variable du temps qu’on ajoute

de nouveau. Alors, quel que soit f(x)e [L], il existe la solution
unique u(t, x) dans l’espace fonctionnel =W,(R/ ;L(D))
L(R/ ;_q)[L]) de l’quation-(t, x)+Lu(t, x)=0, pour (t, x) e R/

(16)
u(+ O, x)-- f(x), pour x e

Et, de plus la solution s’exprime par un noyau de Green. Posons a
priori

/(t; ’, Xn, Yn) Pe-t (2p/XnYn)I0. exp (- p(x + y) coth (pt)},
sinh (pt) sinh (pt)

pour t>0; ’eR-; x,y>O, off p-(l’l+a)/; (17)
ici, I0 est la fonction de Bessel modife d’ordre 0. Soit encore

K(t x’, x, )=(r)- e"’K(t ’, x,
--1

pour x’ eR-,>0 el: g>O. (18)
Proposition 2. Soit f(x) e (2). Alors, la solution unique

u(t, x)e C du problme de Cauchy (16) s’exprime

u(t, x)-f K(t; x’--y’, x, yn)f(y)dy. (19)
J

Preuve. Posons v(t, ) (resp. g())=f e-’u(t, x) (resp. f(x))dx.
J

Alors, l’quation (16) se transforme en

{tt(t’)+i(’’+ a)(t’)+(i+b)v(t’ )=0, si t0,

v(/ 0, )=g(). (20)
Nous effectuons encore la transformation de Laplace par rapport t,
et obtiendrons une quation diffrentielle ordinaire par rapport
paramtres (, ’)e R/ Rn- ( dsigne la variable duale t). Cette
quation-ci se rsoud, si l’on remarque que g() et la solution cherche
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sont holomorphes dans le demi-plan Im. $ 0 (pour (2, ’) fix).
Enfin, la transformation rciproque de Laplace nous donne la forme
concrete de v"

v(t, )--pe-tg(’, n(t, ))"{i sinh (pt)/ p cosh (pt)}-oh (t, )- P{P sinh (pt) + i$ cosh (pt)}. (21)
$ sinh (pt)-- ip cosh (pt)

L’image rciproque de Fourier u(t, x) de v(t, ) a son support dans 9,
elle appartient , et satisfait (16). Doric, u(t, x) ainsi dfinie est
la solution cherche. Si nous l’crivons sous la forme (19), nous avons

e-’K(t x’, y)dx

Pe-* exp{--iy(t, )}
i sinh (pt)+ p cosh (p)
pour 0,eR et y)0. (22)

D’ofi le rsultat. C.Q.F.D.
Maintenant, nous dfinissons une -fonction d’Epstein pour L

dfini par (14). Naturellement, le trace K(; 0, x, x) du noyau K n’est
plus intgrable dans , car il ne dpend pas de x’. Alors, nous posons

F(s)
t-dt K(t O, x, xn) dx, (23)

d’abord pour Re. s>n-1. Et, nous avons une proprit mromorphe
du prolongement analytique de (s)"

Theoreme . Soit (s) dgfinie par (23). Alors, (s--1)(s)
/F(s-n +.1) est une fonction entire de s, si Ob< a. Si, en particulier,
b-O, (s--1)F(s/2)(s)F((s--n+ 1)/2) est dg] entire.

Preuve. Le rapport entre (17) et (22) est vidente. Nous avons
d’abord

(t ’, x, x)dx-
2 sinh (pt)

(24)

Pour obtenir (s), il faut intgrer par rapport $’ et ensuite en t.
Nous changeons l’ordre de ces integrations, et trouvons finalement

(24)a +’-nF(s) (s)

--=ok! ( (s+k;)F(S+k+l)F( 2
(25)

d’oh le thorme. C.Q.F.D.. Soit encore n2, et soit maintenant 9 un ouvert born
quelconque de R frontire F de classe C. Supposons que 9 soit
situ localement un seul cSt de F. En gnralisant l’oprateur
trait dans le paragraphe 1, nous posons

OX (x) + c(x)u(x),
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Off (X) s0it une fonction de classe _q)() positive dans 9 telle qu’il
existe une constante positive de sorte que

(x)-dis.(x,F), si dis.(x,F)__< et x e 9, (27)
et c(x) soit aussi de classe () positive sur . L est un exemple
assez gnral du genre d’oprateurs de Baouendi-Goulaouic [2]. L est
auto-adjoint dfini positif du domaine O[L]-{u(x)eH(9);(x)u(x)
e.H(9)}. Le spectre de L se consiste des valeurs propres positives
dont chacune est de multiplicit finie. Notons-les {.2}]__ suivant l’ordre
de croissance, off l’on compte chaque 2 sa multiplicitY. Le rsultat
le plus important de la thorie spectrale conne jusqu’ maintenant est
le suivant

Theoreme (Baouendi-Goulaouic [2]). Soit n>=2. Dgsignons la
]-ime valeur propre de L dgfini par (26). Alors, nous avons
(1) lim.(2.]-/)-0, et, (28)

(2) lim.(2;, d--n-)- + c, quel que soit > O. (29)

I1 est naturel de nous demander si nous pouvons d6terminer le
comportement asymptotique exact des valeurs propres comme darts le
cas classique non d6g6n6r6 (voir par exemple Arima-Mizohata [1]).
Jusqu’ pr6sent, nous n’avons aucune r6ponse d6finitive pr6sent6e sur
ce sujet. Ce qui est 6vident est la propri6t6 m6romorphe des -fonc-
tions (s; x, y) et (s; x) (pour x et y dans tO distincts) que Bochner
a d6finies dans [3]. Pour x et y fix6s dans l’int6rieur de tO, ces fonc-
tions-ci se comportent somme si L n’6tait pas d6g6n6r6. Mais, quant

la fonction

(s)-, (80)
j=l

nous ne connaissons que la convergence (et l’holomorphie) pour
Re.s>n-1. Alors, il sera int6ressant d’examiner la validit6 d’une
conjecture que voici"

Conjecture. Soient n>2 et (s) dgfinie par (80). Alors,
(1) La fonction (s), qui est holomorphe dans Re. s>n--1, est

mgromorphe dans le s-plan complexe tout entier, et ses p61es sont tous
situds sur l’axe rgel

(2) Le vrai p61e le plus droite est s-n-1; il est double lorsque
n-2; et il est simple lorsque n>= 3;

(3) Dans le ddveloppement de Laurent de (s) au point s-n-1,
dgsignons par C le coefficient de (s-1)- lorsque n-2, et le coefficients
de (s-n+l)- lorsque n>=3. Alors, ce coefficient C divisg par l’aire

FI de la frontire F est une constante positive universelle qui ne

d@end que de la dimension n (Signalons la particularitd de L que l’on
voit dans (26) et (27)).
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Si le point (2) de cette conjecture tait correct, nous aurions le
comportement asymptotique exact (mais seulement pour n>__ 3) via un
thorme taubrien d’Ikehara.

Pour terminer, luteur tient remercier Monsieur le Professeur
T. Kotake des discussions si fructueuses avec lui.
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