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83. Remarque sur les espaces fonctionnels de type L*
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(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M. J. A., April 13, 1970)

1. Soit X un espace localement conpact & base dénombrable, et
soit & une mesure de Radon positive sur X. Rappelons qu’un espace
fonctionnel X (relatif & X et & &) est un espace hilbertien dont tout
I’élément est une fonction localement £-sommable dans X, & valeurs
réelles, et qui satisfait & la condition suivante:

(a) Pour un compact K de X, il existe une constante A(K) >0 telle
que 'on ait, quelle que soit u de %,

[ gz a@ju (1)

(voir [1] et [2]). On désigne respectivement par | -| et par (-,-) la
norme de X et son produit scalaire.

Soit M la totalité de fonctions &-mesurables, bornées dans X, 3
valeurs réelles et & support compact, et M* est son sous-ensemble des
fonctions =0. Il résulte de la condition (a) qu’a une fonction f de M,
on peut associer une fonction u, de X, et une seule telle que 'on ait,
quelle que soit v de X,

(u;, v)= jvfde, (2)

et on appelle u; le potentiel de f dans X. On dit que X est & noyau
positif si, quelle que soit f de M*,u,=0.

On connait que la condition suivante (a’) est trés pratique pour la
théorie du potentiel dans X (voir [2]).

(&) A un compact K de X, on peut associer une constante A’(K)
>0 telle que T’on ait, quelle que soit » de X,

[ juraesa@iu. (3)

On dit que X est de type L* si X satisfait & (a’), et on se propose de
fournir une caractérisation pour que X soit de type L2

2. On commencera avec la définition de noyau (relatif & X et & &)
d’aprés [3]. Soit E la g-algébre constituée par tous les ensembles &-
mesurables de X. TUne fonction N=0 d’ensemble sur E X E s’appelle
un noyau si, quel que soit e, un ensemble relativement compact de E,
les applications: e—N(e,e), e—~N(e,e,) de E sont complétement
additives et absolument continues par rapport & £&. N est symétrique
si, quels que soient e, ¢, de E, N(e,, ¢,)=N(e,, ¢,). Pour une founction
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f de M+, lintégrale | f(¥)N(e,dy) a un sens, et I'application:
e—>j f(N(e,dy) de E est compléetement additive et absolument

continue par rapport & £&. Sa densité s’appelle le potentiel de f par
rapport au noyau N, et il s’écrit N;,. Le potentiel N, d’'une fonction
f de M par rapport au noyau N est définit par N,=N,,—N,_.

Proposition. A un espace fonctionnel X & noyau positif (resp. @
un noyou symétrique N de type positif), on peut associer un noyau
symétrique N de type positif (resp. un espace fonctionnel X d noyau
positif), et un seul tel que U'on ait, quelle que soit f de M, le potentiel
de f dans X soit égal a N,.

On dit que N est de type positif si, quelle que soit f de M,

[[r@rwn@s, a =[N ,@r@as@zo. (4)

Le noyau N dans la proposition s’appelle le noyau de X. En particulier,
il existe un noyau U tel que, quelle que soit f de M, U,= f, qui s’appelle
le noyau de unité. L*&) est ’espace fonctionnel dont le noyau est U.
Notre théoréme principal est le suivant:

Théoreme. Soient X un espace fonctionnel & noyau positif et N
son noyau. Pour que X soit de type L?, il faut et il suffit que, pour un
compact K de X, il existe une constante B(K)>0 telle que, quel que
soit e de Ex={ec E; eCK},

N(e, )< B(K)é(e). (5)

3. Avant sa démonstration, on montrera son corollaire.

Corollaire. St, quelle que soit f de M+, le potentiel de f dans ¥
est localement borné, X est alors de type L*.

En effet, pour un compact K de X, on désigne par cx la fonction
caractéristique de K, et on pose

B(K)=ess. Sup u,,(). (6)
2€K
On a alors, quel que soit e de Ey,
N(e,e)<N(e, K)<B(K)(e). (7)

Mais, son inverse n’a pas lieu. En effet, pour une fonction >0
de L&), le noyau

N.(e, e)=([ nag) (] nag) (8)
est de type positif et satisfait a la condition (5). Mais il est évident
qu’il existe une fonction n=0 de L&) et une fonction f de M* telles
que (N,); ne soit pas localement borné.

4. On définit la multiplication de deux noyaux symétriques.
Soient N, et N, deux noyaux symétriques, alors, quels que soient ¢, e,
de E, Yintégrale

ijel, dy)N(dy, &)= j (N o () (N, () dE(2) (9)
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a un sens, ol ¢; est la fonction caractéristique de e;(¢1=1,2). Si
I’application
(e, e)—N (e, dy)N,(dy, e,) 10
de E X E est un noyau, il s’écrit N,-N,.
Montrons notre théoréme. On suppose d’abord que X est de type
L?:. Pour un compact K de X, on désigne par N la restriction de N
sur E; X Eg, et N est alors un noyau relatif 8 K et 4 £. On a, quel
que soit ¢ de Ey,
Ny-Ng(e,e)<A'(K)Ng(e, o), 11
et done,
(A'(K))*(e)— A'(K)N(e, e)
=A'(K)Ng(e,e)—Ng-Nx(e, e)+(A(K)U—Ng)-(A(K)U—Ny)(e, €)
>0,
d’olt N(e, e)<A’(K)&(e).
Lemme. Soit N un noyau symétrique de type positif, et supposons
que, quelle que soit f de M,

[[r@rwn@s, a s(ir@raw, (12)
il existe alors un noyau symétrique~N de tyPe positif et tel que ’on ait
U—-N=({U—-N)-(U-N). 13)
En effet, pour deux fonctions f, g de M, on a
1/2 1/2
[vgae<([ired)” (fiord)”, a4
et on a donec N, e L&) et
fivpaesireas, 15)
d’ol1, quel que soit ¢ de E,
N-N(e,e)<U(e, 0)=E&(e). 1e)
De la manieére inductive, on a, pour un entier n>0,
N™(e, e)<&(e), an

o Nm=N®-b.N, Posons

N, e)= § SDAZAREDQEZHD Ny ), a9)

cela est alors un noyau symétrique de type positif, et on obtient
immédiatement que N satisfait & la formule (13).

On montrera finalement que la condition est suffisante. Soit K un
compact de X, et soit Ny=1/B(K))Ng, on a alors, quelle que soit f de
Myx={feM;S;CK},

[[r@r@nds, e < rrac. 19)

D’aprés notre lemme, il existe un autre noyau symétrique N % relatif a
K et a £ tel que
(U—- Np-(U—- Ny =U — N (20)
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Pour une fonction f de My, on a

[ Jusrae= i@V, paz=[[7@7@Nx Nx(da, vy
=BEWY| [ £@)f )Nk Ni(da, dv. @D

On a ensuite

j [r@r@nuds, ay - [[r@ @y Nida, av
=[[r@ @ @ -Np@a, dy)
=[[r@r@ny w8y - N, ap

=[[@— @ @@~ )N, dy)
=0, (22)
d’ol
[ Jupae<BE . 23)
On pose Xx={u; e X; f € Mg}, ou ’'adhérence est au sens de la topologie
dans X. Pour chaque fonction u de X, il existe une suite (f,) de My
telle que (u,,) converge fortement vers u dans X avec n—oo. Elle
converge donc vers % presque partout pour £ dans X. On a
[ Jusupdg B sup [, )< +co, 2
K 1=sm<oo

et la restriction de u,, sur K converge faiblement vers la restriction
de u sur K dans L*&) avec n—oo. Il en résulte que

[ Jurag<tim( ju,,Fa<BE lim ju,, F=BEOJul. @5

Soit # une fonction de X, et on désigne par ' la projection de u sur le
sous-espace X;. On a alors #'=u presque partout pour & sur K, et
donc,

[ Jupdg=[ |wpas=B@®) v F<BE |ul

En posant A'(K)=B(K), on arrive a la conclusion que ¥ satisfait a la
condition (a).
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