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112. Réalisation des fonctions definies dans un ensemble
fini d Paide des organes élémentaires
d’entrée-sortie

Par Akihiro NozAKI
(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M. J. A., June 12, 1970)

Résumé. Un organe élémentaire est un organe d’entrée-sortie qui
effectue, en un certain temps fini, une opération définie dans un
ensemble fini

(k)={0,1,2, ..., k—1}.

On donne les condition nénessaires et suffisantes pour qu’un
ensemble donné d’organes élémentaires puisse réaliser toutes les
fonctions définies dans (k).

Le probléme se réduit & celui de génération de fonctions & partir
d’un ensemble de fonctions (ou d’'une suite d’ensembles de fonctions) &
Paide de I'opération de composition restreinte.

1. Introduction. On considére des organes d’entrée sortie munis
d’un fil de sortie et d’un ou de plusieurs fils d’entrée.

On suppose les hypothéses suivantes:

1) L’entrée et la sortie sont des séries de ‘“‘signaux”.

2) Ily a k signaux distincts notés par

0,1,2,-.-,k—1

On désigne I’ensemble de ces signaux par (k): (k)={0,1,2,---,k—1}

3) L’opération d’un organe M muni d’un fil de sortie v et de =
fils d’entrée w,, - - -, u, est représentée par une fonction f & n variables
definie dans (k) et par un entier non negatif d de la facon suivante:

'U(t—]-d)‘:f(ul(t), Tty un(t))
ol v(%), u,(t) représentent les singaux circulant au moment ¢ dans le fil
v et dans le fil u;, respectivement.

L’organe M satisfaisant aux conditions 1), 2) et 8) s’appelle organe
élémentaire. On dit que lorgane élémentaire M réalise en temps
d’opération d la fonction

S (B —(k)

On peut considérer un élément logique électronique comme organe
élémentaire.

On désigne par 2(k) 'ensemble de toutes les fonctions définies
dans (k). On peut alors associer & chaque ensemble A d’organes
élémentaires une suite de parties de 2(k):

F=(F0,F1,F2’ . ‘)
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qui sont définies de la facon suivante:

F, est Pensemble de fonctions réalisables par certains organes de
A en temps d’opération n.

Soit A I’ensemble d’organes élémentaires qu’on peut composer 3
I’aide des organes de A. Dans ce qui suit on considérera la relation
entre I’ensemble A et I’ensemble de fonctions réalisables par des
organes de A.

2. Opération de composition A. Suite ~.compléte. On designe
par M(X,Y) ’ensemble des fonctions definies dans X dont les valeurs
appartiennent & Y.

Définition 1. (k)={0,1,2,...,k—1}

Q.=M((B)", (k)
0= 2

n=1

Définition 2. Soient g, - -+, g, des fonctions de £2,. Soit f une
fonction de 2,,.

On designe par

J@iX X Gn)
une fonction & n variables définie ainsi:
f(glx ct e xgm)(xu °* "xn)
=f(9'1(w1, ) xn)y M ‘;gm(xu M} xn))

Définition 3.

Soient A, B des parties de 2.

1) AoB=U U{f(@X +++ Xgn); FEANL2,,9:€ BN}

m=1 n=1

2) A'=A4

3) A"=A""'-A

Lemme 1.

1) SiBcf,, alors A-BCQ2,

2) (AoB)oC=A-(B-0C)

3) ACA',BCB'=5A-A'CBoB’

Définition 4. 1) p,={P7;1<i<n}

ol P? est une projection de 2, :

P?(xv * "xn)zxi

Définition 5. Soient F', F’ des suites de parties de 2
F:(FO’FUFZ, * ")
F/:(FS’F{’F;’ "’)

1) FCF' & F,CF) pour tout =0

2) On designe par F' la suite minimum satisfaisant aux conditions

suivantes:
a) FCF
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b) pcF,

¢ F,.F,CF,,, pour tous p,¢=0.

3) La suite F' est dite ~-complete si

Q F,=0
4) La suite F' est dite ~-maximale si F' n’est pas ~-compléte et si
FCF/,F+F'
entraine que F” est ~-compléte.

Remarque. Dans le cas ol k=2, W. B. Kudrjavtiev a caractérisé
toutes les suites ~-maximales (voir [6]).

B. Ensemble complet. Soit H une partie de 2(k). On désigne
par H ’ensemble des fonctions qui s’obtiennent de H par les opérations
de composition et de remplacement de variables.

H est dit complet si H= (k)
H est dit maximal si H+0Q(k)
et si G2 H entraine G=202(k).

Il est évident que I’ensemble H est complet si et seulement si la
suite suivante est ~-compléte.

(Hy¢)¢,¢’ M ’)

Lemme 2. L’ensemble H est complet si et seulement st H n’est
contenu par aucun ensemble maximal.

Theoreme (Post [8]). Il existe exactement cing ensembles
maximoux dons 2(2).

Theoreme (Yablonski [4]). Il existe exactement dixz-huit ensembles
maximaouxr dans 2(3).

Remarque. Rosenberg [5] a caractérisé tous les ensembles
maximaux pour k=3.

C. Ensemble ~.maximal.

Définition 6. Soit H une partie de 2(k)

1) ﬁ:OI(H’)" ot H'=Hop

2) H est dit ~-complet si H=0(k)

3) H est ~-maximal si

3.1) H=+Q(k)
et si
3.2) GDH, G=H=>G=2(Fk)

Remarque. Désignons par S(x,y) la fonction de Sheffer définie
dans (2)={0,1}: S(z,y)=1—2-¥y

I’ensemble H={S(xz, y)} est alors complet tandis qu’il n’est pas
~-complet (von Neumann [2]). On peut vérifier pour tout & qu’il n’y
a pas d’ensemble ~-complet contenant une seule fonction.

Lemme 3.

1) HcH
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2) Si H contient identité I(x)=x, H=H.

3) Tout ensemble maximal contient Uidentité I(x).

Corollaire.

1) H ~-complet=>H complet

2) H moaximal=>H ~-maximal

D’aprés Kudrjavtiev [6], il vy a exactement huit ensembles ~-
maximaux dons 2(2).

Un résultat semblable est obtenu par Ibuki [7]: il emploie une
opération, mettons H', plus générale que la noétre et il montre qu'il
existe exactement sept ensembles T-maximaux.

3. Resultats.

Définition 7. Soit a, b des éléments distincts de (k).

On note par K(a, b) 'ensemble de toutes les fonctions telles que

f(a/, v -,a):f(b, M 'ab)

Théoréme 1. Soit H un sous-ensemble de Q(k)

Pour que H soit ~-complet, les conditions suivantes sont nécess-
aires et suffisantes:

1) HgzK(a, b) quels que soient des éléments distincts a et b.

2) H»g M pour tout ensemble maximal M et tout entier n.

(woir la définition 3, 3)

D’apres ce théoréme, on peut caractériser les ensembles ~-maxi-
maux. En effet:

Théoréme 2. Il y a exactement trente ensembles ~-maximaux
dans 2(3).

Voici le théoréme fondamental de ce travail:

Théoréme 3. Soit F=(F;) une suite de parties de Q telle que
F,+0.

La suite F est ~-compléte st et seulement si elle satisfait aux
conditions suivantes:

1) @N>0)(va,b; a#b)FygzK(a,b)

2) Pour tout ensemble maximal M et tout entier positif ¢, il
existe un entier non negatif p te~l que

FozM

Le théoréme 2 s’obtient immédiatement du théoréme 3.

Le démonstrations des théorémes seront publiées plus tard ([8]).

L’auteur voudrait exprimer sa gratitude & Monsieur le Professeur
J. V. Yablonski et au Professeur C. Benzaken qui ont eu la bonté de
lui fournir les commentaires importants sur ce travail, et aussi au
Professeur B. Vauquois grace auquel il a pu faire les recherches dans
de bonnes conditions.
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