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67. Une remarque sur la régularité des solutions
des problémes aux limites généraux
du type elliptique dégénéré®

Par Norio SHIMAKURA
(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M. J. A., March 12, 1971)

§1. Introduction. Comme mon travail précédent [4], le présent
article a été motivé par la collaboration de MM. Baouendi et Goulaouic
[1]1, o1 ils ont démontré I’hypoellipticité de certains opérateurs du second
ordre, elliptiques et dégénérés a la frontiere. M. Zuilly a généralisé
leur résultat a des opérateurs aussi du second ordre mais de dégénéres-
sance d’ordre supérieur [6]. Les opérateurs traités dans [1] et [6]
étaient tous auto-adjoints positifs. Je vais maintenant considérer des
opérateurs pas nécessairement auto-adjoints, sous certaines conditions
aux limites générales. Et, je vais chercher de restrictions sur les
parties principales des opérateurs pour qu’ils soient hypoelliptiques.
Le Théoréme énoncé dans le § 2 ne recouvre pas les résultats de [1] et
[6]. Mais, voici une autre méthode que la régularisation elliptique.

§2. Problemes aux limites généraux. Soit £ un ouvert borné
de R" a frontiére S de classe C*, supposons que 2 soit situé localement
4 un seul coté de S. Considérons dans  un opérateur différentiel L

d’ordre m:
&

L(z; D)u(z)= > P« ; D) (eo(x)* " u(x)), (1)

h=0

oll ¢(x) est une fonction de classe C=(2), positive dans @2, nulle partout
sur S telle que grad. ¢(x) ne s’annule jamais sur S. Pour fixer les
idées, supposons qu’il existe un >0 tel que

o(x)=dis. (z, ), si dis. (x,S)<0. (2)
Les P*(x; D,)(0<h<k) sont des opérateurs différentiels d’ordre<(m
—h) A coefficients de classe C=(2), et en particulier, P'(x; D,) est pro-
prement elliptique d’ordre m uniformément sur 2. Les m et k sont
deux entiers satisfaisant a

0<k<m=2b avec b: entier=1. (3)
L devient une application linéaire continue de W72(£2) dans L*2), ol
Wn(Q) est ’espace de Sobolev avec poids

Wi @)= {u(x) € H**(Q) ; p(x)*u(x) € H™(2)}. (4)

Soit § >0 suffisamment petit. Pour un point x quelconquede U={x ¢ 2;
dis. (x, S) <0}, posons t=dis. (z, S) et désignons par 2’ le seul point de

#* Ce travail a été partiellement supporté par une bourse du Sakkokai.
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S atteignant la distance minimale ¢ de . L’application y: z—(a’, t)
est un difféomorphisme de classe C~ de U sur Sx[0,0]. Fixons une
fonection a(t) e C~[0, + o) une fois pour toutes de sorte que a(t)=1 si
0<t=<0/3 et que a()=0si t=20/3. Alors, chaque élément u de W2(Q)
admet les m traces

ru@)=(—1t jwt‘q‘la(t)u(x‘l(x’, t)dt, si —k<q=<—1;et,
0
5
r (@) = Dy, )ls 1oy 81 0<q<m—k—1, ot D,= —i%. (5)
Notons #(x)="{y_u(x), - - -, Y'm_r_(x")}. Alors, u(x)—u(x’) est une
application linéaire continue de W2(2) sur H™ Y4(S)x ... X HY(S).
Dans U, 'opérateur L s’exprime

Lu(y (@', 0) = éP"(x“’(x’, ) ; Dy, DY@ uly (2", ),  (6)

ou D, = —i0/0x" désigne les dérivées sur S. Alors, pour chaque 0<h
<k, soit II*(x’; D,,, D,) la somme des termes exactement d’ordre (m— h)
de P(3x~'(«’,0); D,., D,), et posons

A@’, t5 Dy, D)v(, )= f 11"« ; Dy, DY "0(2’, 1)). (7)

h=0
Etant fixe un point quelconque 2’ € S, définissons un polyndéme en p:

D,(p)= z P on @it 0(0—1) - -(0— B+ 1), (8)

ol p*,_,(x") est le coefficient de D,”~* dans II"(x'; D,.,D,)0<h<k),
signalons qu’il est indépendant du choix de coordonnées locales sur S.

Hypothese 1. Quel que soit ' ¢ S, @,.(p) n’a aucun zéro sur la
ligne: Re. p=k—m—(1/2). Donc, le nombre p des zéros p,(x') tels que
Re. p, (@) <k—m—(1/2) est indépendant de x’. Supposons de plus que
£=b+ p—Fk soit non négatif.

Lorsque £=0, le probléme est de résoudre 1’équation aux dérivées
partielles

L(z; D)u(x)= f(x) (ENH)

dans Wr(Q2) pour f(x) donnée de L*£2). Pour que ce probléme soit
‘“bien posé,’’ nous imposons encore une condition sur A(x’,t; D,.,D,) a
chaque point 2’ ¢ S:

Condition 2 lorsque £=0. Quels que sotent x'c S et &'eT,.
(Uespace cotangent 4 S au point x') (|&'|=1) fixes, I'équation diff érentielle

A, t; &, D)v(t)=0, dans t>0 (eh)
nadmet que la seule solution v(t)=0 dans I'espace
W™R,)={v() e H* *(R,); t*v(t) e H(R,)}. (9)

Sous I’Hypothése 1 et 1a Condition 2, nous avons une estimation a priori

|%llwpea,=Cte. {|| Lu||+|«}, quel que soit u e Wi(£Q), (10)

oll || est la norme dans L*£). Si 'unicité des solutions de (ENH) a
lieu, nous avons en particulier,

| %]lwmn o, = Cte. || Lul|, pour tout u ¢ Wi(£2). an
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Par contre dans le cas £ >0, (ENH) seule ne donne pas un probléme
bien posé, et nous devons y ajouter un systéme (B) de certains £ condi-
tions aux limites:

m—k-1
Bi(z") = 2 By @' D)y u@)=¢,(2), pour 1<j=<r, B)
&

ou les ¢,(2) sont données de H™ *~™i=%(S). Chaque B,,(2'; D,.) est
un opérateur différentiel d’ordre<(m;— @) a coefficients de classe C=(S),
ol les my(>, =ou<0)(A<j<r) sont entiers<(m—k—1). Sim,;—q<0,
alors B, correspondant est nul par définition. Ce systeme (B)={B,};_,
ne peut étre sans restriction, mais il doit satisfaire & une condition de
Shapiro-Lopatinski que voici. Désignons par B (2’; D,.) la somme des
termes exactement d’ordre (m;—q) de B,,, alors,

Condition de Shapiro-Lopatinski sur (B) lorsque £>0. Quels que
sotent ' ¢ S et &' ¢ T,.(|&'|=1) fixes, U'équation (eh) sous les conditions

aux ltmites:
m—-k-—1

Bj(x"; §yv=0, 1=<j<k, (b)
q=—k
n’admet que la seule solution v(t)=0 dans W™(R,), o

{rqv:(——1)‘1‘1J:t"1“v(t)dt, st —k<q<—1;et, a2
7,0=D, ()|, 81 0=qg<m—Ek—1.
Sous I’Hypothése 1 et la Condition de Shapiro-Lopatinski sur (B)
lorsque £ >0, nous avons une estimation a priori (voir [5] et aussi [4])
l%llwp o, < Cte. {|| Lul|+|| Bt ||so+ || u|l}, quel que soit ue Wi(2). (13)
Si I’unicité des solutions de (ENH)-(B) a lieu, nous avons en particulier
% llwm o, < Cte. {|| Lu||+ || B#||so}, pour tout u e Wi(Q), 14
ol les espaces 5"(r=0,1,2, - . .) sont définis par

Fr— j]jl Hm+r—k-m;-1/2) (S). (15)

§3. Théoréeme de régularité. Dans ce mémoire, nous nous
bornons aux deux cas («) et (f) suivants:

Cas (a): 0<k<m et (10) ou (13) a lieu (suivant k=0 ou >0);

Cas (B): 0<k=m et (11) ou (14) a lieu (suivant k=0 ou >0).
Evidemment, I’Hypothése 1 et 1a Condition 2 ou de Shapiro-Lopatinski
sont sous-entendues.

Théoréeme. Supposons quwun probléme aux limites (ENH)-(B) (ou
bien (ENH) seule si £=0) tombe dans U'un des Cas () et (§). Supposons
de plus qu’il n’y ait aucun zéro du @,.(p) dans la zone: k—m—M—(1/2)
<Re. p<k—m—(1/2) (M est un entier >0 donné). Alors, si u(x) est
une solution de classe W™(Q) de (ENH)-(B) (resp. (WNH)) pour un
J@)e H(Q) et un {o(x), -, 0 (2N} e B, u(x) appartient en effet a
Wr+r(Q) dés que 1<r< M.

Corollaire. En outre de Uhypothése du Théoréme, supposons que
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p=0. Alors, si f(x) e C=(2) et ¢, (&) € C~(S)ALF<k), u(x) est en effet
de classe C~(0). C’est-a-dire, Uopérateur L (ou plutét le problém aux
limites (ENH)-(B) lorsque k>0) est hypoelliptique.

La restriction (a) ou (j3) est posée pour que la méthode de ‘‘quo-
tients différentiels’’ (di & Nirenberg [3]) soit applicable. Cette méthode
nous donne d’abord la régularité le long des directions tangentielles &
S. Pour cette partie du raisonnement, nous n’avons pas besoin de
I’hypotheése sur les zéros du @,.(p). Ce qui est plus difficile est d’obtenir
la régularité en direction normale & S. Pour la vérifier, une étude des
opérateurs différentiels ordinaires développée dans le § suivant est
fondamentale.

§4. Esquisse de la démonstration du théoréme. Dans la demie-
droite R, ={t>0}, considérons une équation différentielle

At D)v(t)= é a, D, () = [ (D), (16)

ol D,=—1id/dt et les a,(0<h<k) sont des constantes complexes. On
peut supposer que a,=1. Le polyndome

D=3} arsi'olo—D):(p—h+1) an

joue le role de @,.(p) défini par (8). Le Théoréeme dans le §3 est une
conséquence de la Proposition suivante:

Proposition. Pour un AS(t; D, défini par (16), supposons qu'il
n'existe aucun zéro du O(p) dans la zone: k—m—M—(1/2)<Re p<k
—m—(1/2). Alors, si un v(t) ¢ W(R,), ayant le support compact dans
R, est tel que Aw(t) e H'(R,), v(t) appartient en effet & Wr+"(R,) dés
que 1<r<M.

La démonstration de cette Proposition s’effectue par récurrence
sur r(1=r=<M). C’est-a-dire, supposons qu’on ait déja vérifié que v(t)
e Wgrm=%(R,) et posons w(t)=(d/dt)™*"~*~'p(t). Alors, ’hypothése dans
la Proposition est équivalente & supposer que

w(t) e W¥R,), Supp [wl<[0, T1 pour un T fini

et que P(t%) w(t) e H(R,), (18)

oll nous avons posé P(R)=0(k—m—r—z). Le but est de vérifier que
w(t) e Wit (R,). Etant donné, en général, un polynéme P(z) d’ordre
Ik, nous disons qu’il est muni de la propriété (P), si et seulement si toute
fonction w(t) satisfaisant & (18) appartient a Wi+ (R,). De plus,
désignons par X I’ensemble de tous les nombres complexes ¢ tels que
P(2)=z—c soient munis de la propriété (P),.

Lemme. 2 ={ceC; Rec>1/2 ou Rec< —1/2}. Et, un poly-
néme P(2) d’ordre k est muni de la propriété (P),, st et seulement si
ses zéros appartiennent tous d 3.



No. 3] Solutions des problémes aux limites généraux 295

Ce Lemme se repose sur 1’inégalité No 330 de [2]. La Proposition
ci-dessus est, a son tour, une conséquence immédiate du Lemme.
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