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38. Une remarque sur la perturbation d’opérateurs
meaccrétifs dans un espace de Banach

Par Yoshio KONISHI
Département de Mathématiques, Université de Tokyo

(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M. J. A., March 13, 1972)

1. Soit X un espace de Banach sur R et soit A un opérateur

(univoque) de D(A)C X dans X. On dit que A est accrétif si
| (@4 2A2,) — (2, + 2AZ,) | > || 2, — 2, |

pour 2>0 et x,, x, € D(A).
Tout opérateur A accrétif dans X ayant la propriété RI+A)=X est
dit m-accrétif. Récemment Webb, dans [8], a obtenu le résultat suivant:

Proposition. Soit G le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
continyu de contractions linéaires dans X* et soit B: X—X un opérateur
continu, partout défini et accrétif. Alors — G+ B est m-accrétif.

Le but de cette note est d’indiquer une application de cette pro-
position.

2. Rappelons-nous qu’un opérateur A dans X est accrétif si et

seulement si
(X, — 2, A, — Ax,) >0 pour z,, x, € D(A),

olt =(x, y)=lim, ,, (|2 + ey | —| z]) /.

Soient S un espace localement compact et p une mesure positive
sur S telle que
2.1) 2(S) < oo,
Dans le cas ou X=L'S), on a

2.2) «(f,9) =j (sgn £(s))g(s)p(ds) + j 19(3)] (ds)
{s€8; F(s)#0} {s€8; f(s)=0}

(voir Sato [7]). D’autre part, soit p: D(8)C R— R une fonction m-accré-
tive non nécessairement partout définie. On fait correspondre & g un
prolongement canonique B, dans L'(S) en posant:
@.3) D(B)={ue L'(S); u(s) e D(B) p.p. sur S et pu(-)) € L'(S)},
(Bu)(s)=pu(s)), se S, siueD(QB).

On vérifie aisément que g, est m-accrétif.

On obtient le

Théoreme. Soit G le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
{exp (tD)}is, continu de contractions linéaires dans L'(S).Y Supposons
que ce semi-groupe soit (sous-Markov) au sens de Kunita [6]: si f e L'(S)
et 0< <1, on a 0<exp ((9)f <1 pour tout t>0. Alors — G+ B, est m-

1) Par conséquent —G est m-accrétif.
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accrétif pourvu que 0 € D(f).

Ce théoréme généralise le théoreme B, (i) de Konishi [5]. Le
résultat correspondant dans L? (1<p<co) a été obtenu partiellement
par Konishi [4] et Brezis, Crandall et Pazy [1] (pour g8 multivoque).?

3. Le principe de la démonstration est semblable & celui utilisé
par [6]. Notons que & est {complétement dispersif) ([6]):

3.D o((f—0)*, G0 pour f e D(G) et c e [0, c0),
oll
a(f, g)=ce[0 wi)n,fm,j(f’ (g+BV(—cf), f=0,
et que, d’aprés [7], o
of, 0= g®uds), >0,
{s€8; f(8)>0}

Démonstration du théoréeme. Il est clair, grace & (2.2), que

— G+ B, est accrétif. Il ne nous reste qu’a montrer que R(I—G+ B
=L'(S). Sans restreindre la généralité, on peut supposer dorénavant
que B(0)=0.
1% étape. Nous commengons par établir R(I— G+ 8) DL=(S). Fixons
feL=(S). On définit une fonction B/ m-accrétive bornée partout
définie:

AU+ S sir>T+P7( L)

B/(r)= {B(T) sire D) et [r+ B ||| fle

BI+P(—IFIL)  sir<d+p (=],
ol |||l =|l"llz=csy- On définit I’opérateur p/ dans L'(S) par (2.3) avec §
=p’. D’aprés la proposition — G+ pf est m-accrétif. Il en résulte que
I’équation
(3.2) u—Gu+plu=f
admet une solution unique u € D(G). Or on voit grace 4 (3.1) que

I+ B~ f 1le)* lzscs)
() + B/ (w($)) — || f ll)x(ds)

((Gu)(8)+ f(8)—||fll)u(ds) <0

.[(ses; w(®)>I+85) =101 Nle0)}

.[«ses; w(sY> (I +87)=1(l1f lloo)}
et aussi

I+ BDuA+ f )™ s

— j () + B (u(s)) + | £ [|.)p(ds)
(s€8; u () <IT+8H)=1(=IIfll)}

-f o (@06 + 16+ FIpds) 0.
{s€8; u()<(T+87)=1(~1Ifll0)}

D’ou |u(s)+p w()|L|| fll. p.p. sur S. Par suite ue D(G)ND(B) et
I’équation (3.2) s’écrit u— Gu+pu=r.

2) Professeur Haim Brezis [lettre] a informé I’auteur de son résultat ([al)
correspondant dans L? (1<p< ) pour B multivoque, dont la démonstration n’uti-
lise pas le résultat de Webb.
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2iéme étape. On cherche & prouver
RUI—-G+B)DE={f e LXS); inf ess f(s)>—oo}.
sES

Fixant f e E, on pose
n si f(&>n

7°0={79 % Toen
Gréce 2 la 1% étape il existe une suite {u™},.,CD(Q N D(B,) vérifiant
U™ — Gu 4 Bu™ = f™, n=1,2, ...,
et, puisque — G+ B, est accrétif, on en déduit que {u™},,, est Cauchy
dans L'(S). On a donc
3.3) limu™ =u dans LY(S).

n—0

Par ailleurs, on sait que G—p, est {0-dispersif (s)) au sens de Konishi
[31:

yn=1,2,....

o((9—m*, (G—PI9—(G—BIW<L0,9,h e DIQNDB);
donc
u(1)<u(2)< e <u(n)< e
(le lemme 1 de [3]) et
Blu(l)splu(z)s e Sﬁlu(n)g e,
D’autre part on a d’aprés (3.1) I’estimation qui est le point essentiel
(voir aussi (3.5)):

1B ™) o= | (Bu™)(s)u(ds)

{s€8; u(n)(s)>0}

=I (—u™ 4+ Gu™ + f ™)) p(ds) || S llzacsy»
{s€8; u(n)(s)>0}

de sorte que {g,u™} est Cauchy dans L'(S). D’apres(3.3)onau e D(B) et
3.9 lim gu™ =pu dans LX(S).

n—>c0

11 résulte de (3.3) et (3.4) que
lim Qu™ =u+gu—f dans L'(S),

n—o0

d’ou il vient u € D(G) et Gu=u+pu—f.
3ieme ¢tape. Enfin on vérifie R(I— G+ p)=L'(S). On pose f e L(S) et
définit {f x)}u>1 PAT
S si f(8)=>—n

San(8)= {—n si f(s)<—n’

Gréce a la 2i®me &tape il existe une suite {#,,},» CD(G) N D(B,) telle que
Uiny— Gy + Pithny =S (mys n=12,....

11 est immédiat que

n=1,2,

lim wg,,=u dans L*(S)

n—rco

et
u(l)Zu(Z)Z tet 2’&0(”)2 St
D’ou
191%1)2.31“(2)2 v Zﬁxu(n)z trte
Ensuite
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I Baten) s =— (Bt ()

{s€8; u(n) ()0

j(ses; ) <0)(u(n) — QUny—J ) )UAS) || f || zacs)-

Enfin, on conclut, comme dans la 2i¢me étape, que ue D(GQ)ND(B) et u
—Gu+Bu=f. Autrement dit, f e RI—G+pB).

Le théoréme est ainsi démontré.

4. Appliquant le théoréme I de Crandall et Liggett [2] & — G+ 8
dans le théoréme, on arrive au

Corollaire. G—p, engendre un semi-groupe {exp (t(G— p))};, con-
tinu de contractions (non linéaires) sur D(G)ND(B)={f e L'(S); f(s)
e D(B) p.p. sur SP au sens de [2]. De plus ce semi-groupe est (ordre-
préservant) ou sens de [3]: st f, g € D(Q)ND(B) et f<g,exp HG—PNS
<exp (((G—B))g pour tout t>0.

5. Commentaires. Il serait peut-&tre intéressant d’étudier la dif-
férentiabilité de ce semi-groupe.

L’auteur n’est pas certain si le théoréme démontré dans ce mémoire
soit encore valable (pourvue que B(0)=0) sans I’hypothése (2.1) ou non.

(3.5)
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3) Noter que {AA—9G)-1f; f e LYS) et f(s)+n-1, f(8)—n~1e D(P) p.p. sur S} cD(Q)
ND(B) pour 1>0 et n=1,2,---.
4) Professeur Michael G. Crandall [b] a fait une remarque que nous pouvons
simplifier notre démonstration en notant I’implication:
Uu—Gu+pu=f
v—Gv+pv=g

Dllu—v| L + || fru—pvll s <1 F—9 |l L1s).



