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87. Repr.sentations unitaires du groupe modulaire

Par Masahiko SAIT0

(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M. Z..., June 2, 1972)

On construit une infinit de sries un paramtre continu de rep-
resentations unitaires irrductibles de dimension infinie du groupe
modulaire G-SL(2, Z). L’expos dtaill avec dmonstrations paraitra
ultrieurement.

1o Soit z/ z4ro ou un nombre rationnel positif et non carrY.
Ecrivons zl--m/n off m et n sont des entiers relativement premiers,
m>0, n0. Soit H(A) le sous-groupe de G form des matrices de la

forme (anb mba)’ a-mnb-1. H(z/) est un groupe infini commutatif,

isomorphe Z + 1}. Choisissons un caractre (-representation
unitaire unidimensionnelle) de H(z/), et notons par U(z/, ) la reprsenta-
tion unitaire de G induite de Z.

Appelons de (--)-catgorie si l’quation x--mny=-I admet
une solution entire, et de (+)-catgorie sinon (0 est de (+)-catgorie).

Thorme 1. a) Si zl est de (+ )-catggorie, U(, ) est irrgducti-

ble.
b) Si zl est de (--)-catggorie et si : 1, U(, ) est irrgductible.

c) Si est de (-)-catggorie et si z=l, U(, ) se dgcompose en
somme directe de deux reprgsentations irrgductibles.

2. Prenons une section 9 sur H\G dans G" tout lment g e G
s’crit d’une seule aon sous la orme p(g).(g), p(g) H, 8(g)e .

Soient F=F()= ( _]) et X=X() l’ensemble des matrices

tgFg, g e G. Pour X dans X, --X appartient/ X si et seulement si z/

est de (--)-catgorie. H() est la totalit de g e G tel que tgFg-F.
Par consequent, 9 et X sont dans une correspondance biunivoque
t?-tt?Ft?. Pour X e X, crivons t(X) le seul lment darts t9 tel que
tt?Ft?- X.

La representation U(z/, Z) se ralise dans -(z)-l(X) pour
e, geGetXeX,

U(zl, Z g)(X)-z(p(t(X) g))(tgXg).
3. Soit H-(A) l’ensemble des matrices dans G de la forme

(a --m_bal a2_mnb2=_l, et posons /(A)=H(z/)iJH-(A) Siz/est
nb
de (+)-catgorie, H(A)--H(zl). Si z/est de (--)-catgorie, H(z/) est un
sous-groupe de G dans lequel H(/) est d’indice 2. H-(/) est la totalit
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de g e G tel que tgFg---F. Donc, si
est form d’un seul lment k0. Supposons pour la simplicit que
I e 0 et que pour tout t e tg, un des k00 appartient 0. Posons w(X)

1 si/Co, t(X) e 0, et (X)--1 sinon.
4. Supposons toujours 1 de (--)-catgorie. I1 y a quatre carac-

tres Z de H(I) tels que z-l. Ils sont dtermins par la table ci-
dessous, oh h, est un lment de H(I) tel que tout lment de H(I) s’crit
sous la forme + h (n e Z)"

Z(--1) 1 1 --1 --1
z(h) 1 1 1 1

Pour i= 1, 2, l’espace / (resp. -) des onctions paires (resp. im-
paires) dans est stable par U(A, Z), off est dfinie la representation
irrductible U/(A, Z) (resp. U-(A, Z)).

Pour i=3, 4, l’espace " (resp. ^) des onctions darts telles
que (--X) /-- I(X)(X) (resp. (--X) /-- I(X)(X)) est stable
par U(A, Z), off est dfinie la representation irrductible U/(A,
(resp. U-(A, Z)).. Thorme 2. a) Si A est de +)-catggorie et si Z:k:Z’, U(A, Z)
et U(A, Z’) ne sont pas gquivalentes.

b) Si A est de (--)-catggorie, U(A, Z) et U(A, Z’) sont gquivalentes
si et seulement si

c) U(A,
(1< i< 4) sont ingquivalentes l’une l’autre.

6. oo oour
Pour un earaetre Z de H(A), soil: Z’ le earaetre de H(A-9 dfini par
z’(h’)--Z(s-lh’s) (h’ e H(A-)). On a alors U(A, Z) U(A-, Z’).

I1 semble difficile de d4terminer l’quivalence possible entre U(A,
et U(A’, Z’) pour A: A’. On a toutefois le thorme suivant.

Th4orme 3. Si A est entier et si A A’, U(A, Z) et U(A’, Z’) sont
ingquivalentes pour tout Z, Z’. En particulier, si A, A’ sont des entiers

diffgrents, U(A, Z) et U(A’, Z’) sont indquivalentes.

7. Pour un sous-ensemble fini Y dans X et pour , dans l(X),
posons (p, }r-- , (Y)q(Y). Considrons une representation U(A, Z)

(le rond en haut reprsente vide, / ou --).
Thorme 4. Pour tout g# +_ 1 dans G, il existe un seul nombre

T(g) T(A, Z; g) ]ouissant de la proprigtg suivante" pour route base
hilbertienne {n n= 1, 2, } de o et pour tout e0, il existe un sous-
ensemble fini Yo dans X tel qu’on air l’inggalitg

n=l
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pour tout Y fini contenant Yo.
La some dans l’ingalit converge absolument. On pourrait ap-

peler T(g) la trace principale de l’oprateur U(g).
Les traces principales possdent les proprits suivantes"
a) Si g et g sont conjugus dans G, on a T(, Z g)- T(z/, Z; g)

pour tout , Z.
b) Si U(z/,Z) et U(’,Z’) sont quivalentes, on a T(,Z; g)

--T(’, Z’; g) pour tout g= 1 dans G.
Thorme ;. Si g n’est con]ugug aucun glgment de H(), on a

T(z, Z; g)=0 pour tout Z. Si g#-+_ 1 est con]ugug un glgment de
H(), T(, Z; g) est donnge par la table qui suit.

g h e H(z)

" (+)-catgorie.
z/" (--)-catgorie.

gk e H-()
T(zl, Z; g) z(h) *
T(, Z; g) z(h) + z(h) 0
T (z, Zl g) 1 +_ 2
T+/-(z/, Z2 g) z2(h) 0
T(, Z3 g) z3(h) +__ 2/-- la(k)
T(z, Z4 g) z4(h) 0

Ici dans la table, a(k)--+__ 1 suivant que k= _+ hko (n e Z).


