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156. Comparaison des 2.groupes des classes d’iddaux au sens
large et au sens $troit d’un corps quadratique rel

Par Pierre KAPLAN*)

(Comm. by Kenjiro SHODA, M. J. A., Nov. 12, 1974)

Introduction. Soit D un entier sans diviseur carrY. Deux idaux
ractionnaires a et a’ du corps (,/D) sont quivalents au sens large
s’il existe un hombre 2 de (,/D) tel que a=2’.. Si la norme de 2 est
un nombre positi, a et a’ sont quivalents au sens troit. Ces deux
notions coincident si le corps (/) est imaginaire (D 0), ou si .(,/D)
est rel (D 0) et si 1 norme de son unit ondamentale est --1.

Si au contraire, ce que nous supposons dans tout ce travail, le corps
(/D) est rel et les normes deses units positives, c’est--dire si D
est positif et si l’quation x--Dy=--I n’a pas de solution en nombres
entiers rationnels, chaque classe d’idaux au sens large se dcompose en
deux classes au sens troit. En particulier la classe des idaux princi-
paux au sens large est forme de la classe I des idaux principaux
engendrs par un hombre de norme positive et de la classe J des idaux
principaux engendrs par un hombre de norme ngative. La classe I
est la classe unit du groupe (C*) des classes d’idaux au sens strict et
le groupe (C*’) des classes d’idaux au sens large est isomorphe au
quotient de (C*) par le sous-groupe P* orm de Iet de J.

Soient R et R’ les 2 rangs de (C*) et de (C*’), c’est-/-dire les
nombres de cycles d’ordre 2 avec k>n darts route dcomposition de
(C*) et de (C*’) en produit direct de groupes cycliques dont l’ordre est
puissance de nombre premier. Le but de ce travail est de comparer
R et R’. Nous allons prouver le rsultat suivant"

Theoreme. Soit N l’entier bien dgterming tel que la classe J soit
une puissance 2-X-me, mais ne soit pas une puissance 2-me.

On a R=RN--1 e R=R si n=/=N.
Explicitant les conditions sur J pour que NI, puis N2, on

trouvera
Corollaire 1. On a R=R1 si, et seulemen$ si, D est somme de

deux carrgs.
Corollaire 2. Si R--RI, on a R--R2 si, et seulement si, il existe

des dgcompositions D--+ f12 ot est impair et rgsidu quadratique de
tous les facteurs premiers impairs de D.

Une autre ormulatioa du corollaire 1, que nous rappelerons plus
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bas, est connue au moins depuis Hilbert ([4], 77 et 84). Mais le
thorme et le corollaire 2 semblent tre des rsultats nouveaux.

1. Demonstration du theoreme. Le thorme est e 2ait un
rsultat de thorie des groupes"

Soit G un groupe ab41ien fini, I son unit, J un lment d’ordre
premier q, P le sous-groupe q 41ments, engendr par J, G’ le groupe
quotient G/P, R et R’ les q-rangs de G et de G’.

Considrons une dcomposition de G en somme directe de groupes
cycliques dont les ordres sont des puissances de hombres premiers; le
nombre R est le hombre de ces cycles dont l’ordre est q avec m>n.
Dsignons par g (i--1, ...,R) les gnrateurs dont l’ordre est une
puissance q de q, et par h ceux dont l’ordre est premier q. L’en-
semble B des g et h est une base de G.

L’lment J tant d’ordre q, on a J= 1-[ g-’, oh E dsigne un

sous-ensemble de l’ensemble des hombres {1,...,R}. Soit N l plus
petite valeur prise par n quand i appartient E. On a J-]-’, avec
]= 1-[ g-, mais il n’existe pas d’lment ]’ de G tel que J ]’; cette

proprit caractrise le hombre N. L’lment ] est d’ordre q.
Soit i0 un hombre de E tel que no=N; posons g0=g. On a:

]=g [ gq- et g=] [ g--.
i-io iE-io

Doric si on remplace g par ] darts 1 base B, on obtient un ensemble
de ggnrateurs de G qui est aussi une base de G, car dsignant par H
le sous-groupe engendr par les h, toute relation ]0 g, e H entraine

iio

g0 l-[ g e H, donc x est multiple de q, donc x multiple de q.
iio

Le groupe G est donc produit direct de groupes cycliques dont l’un
est engendr par ] et le sous-groupe Pest un sous-groupe q lments
du cycle engendr par ]. Doac quand on passe de G G’, le cycle
engendr par ], d’ordre q, est remplac par un cycle d’ordre q-.
Donc R’=R--I et R’--R si heN. Donc nous avons prouv le rsultat
suivant, avec les notations ci-dessus.

Proposition. Si l’ glgment J du groupe est une puissance q-l-me,
mais n’est pas une puissance q-me, on a R’-R-I et R=Rn si
n=N.

Le thorme est le cas particulier de la proposition pour G-(C*),
G’-(C’*) et q--2.

Dgmontrons la proposition d’une autre mani&re. Le hombre
est le hombre des lments A de G tels que Aq=I et tels qu’il existe a
tel que A=aq-. Si A est un tel lment de G, AJ est aussi un tel
lment si, et seulement si, n<N. En effect, (AJ)q--I et, d’autre part,
AJ=(a])q- si n<N (car alors Jest puissance q--me), mais si n>N,
il ne peut exister d’lment ]’ tel que AJ=(]’)q-, sinon on aurait
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Done si nN, les lments A tels que A:=I et A-a’- ne peuvent
8tre congrus modulo P, mais leurs classes dans G’--G/P vrifient
(AP) AP Pet AP-a’-‘P (aP)-.

Si n N, on a done R R.
Supposons maintenant nN. Pour qu’une classe KP de G’ soit

puissance qn--me et que (KP)=P, il faut et il suffit, d’une part, que
KP=J avec Oxq et que, d’autre part, il existe un lment k de G
tel que KP=(kP)q=--kq=P, done que K=kq-J avec Oyq. Mais
comme on suppose nN,J est une puissance qn--me. Done pour
que la classe KP soit une des q classes qui soit puissance q--me et
telle que (KP)q--P, il faut et il suffit que K soit une classe A, ou bien
une classe H telle que Hq J: avec 0 x q et qu’il existe h telle que
H=hq"-’. I1 existe des classes H si, et seulement si, nN, et comme
si nN, les q classes AJ (Oxq) sont congrues modulo P, on volt

que q=q, done R--R--I et que qq si nN.
q

On a donc R--R-- 1 et R R si heN. Comme l’ordre de G
est q fois l’ordre de G’, la seule possibilit est que R=R si

C.Q.F.D.
2. Demonstration des corollaires 1 et 2. Cherchons quelles

conditions la classe J des idaux principaux de norme ngative est un
carrY. Soit d le discriminant du corps O(#D ); une classe est un carr4
dans (C*) si, et seulement si, la norme d’un ideal premier d de cette
classe donne la valeur 1 tousles caractres gn4riques (cf. [3],
page 197). Or le hombre 1+d a pour norme le hombre l-d, qui
est un entier ngatif; l’idal principal 1 + j d appartient la classe J
et sa norme en tant qu’idal est le nombre ]l--d]=d--l--1 (mod d).
Donc J est un carr si, et seulement si, --1 donne la valeur 1 tous
les caractres gnriques, (ceci est la ormulation de Hilbert), ou
encore si, et seulement si, D n’est divisible par aucun nombre premier
q--I (mod 4), ou encore si, et seulement si, D est somme de deux
carrs. Ceci dmontre le corollaire 1.

Pour dmontrer le corollaire 2, il sera indispensable d’utiliser la
thorie des formes quadratiques binaires.

On salt que le groupe (C*) est isomorphe au groupe (C) des classes
de formes quadratiques binaires axe+ bxy+ cy={a, b, c} coefficients
entiers, telles que b--4ac=d, off d est le discriminant du corps Q(U)
(ce groupe est not (C) dans [6]). Rappelons que la multiplication des
classes de (C), dire aussi composition, est donn4e par la rgle suivante"
Deux classes K et K’ de (C) tant donnes, il existe des couples de
ormes {a, b, a’c} e K et {a’, b, ac} e K’; la classe de la forme {aa’, b, c},
qui ne dpend que de K et K’, est la classe compose de K et de K’.
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Cherchons l’image du sous-groupe P* des classes des id4aux princi-
paux dans (C). Comme la norme du hombre / est -D, il suffit de
trouver un repr4sentant de la classe de formes correspondant la classe
de (/D). D’aprs [3], page 213 (cf. aussi [1], chapitre III, 8. 4), on
peut proc4der ainsi"

Soit (a a2) une base de l’id6al (/) telle que
(a d6signe le conjugu6 de a comme la norme de l’id6al (/D) est --D,
pour route base sur Z de l’ideal (/), on a" aa.-aa2-+D/-d ou

1--D/D ). La forme g---D-(aX+o2Y)(aX+a’Y) est une forme de la

classe cherch6e.
Si DI (mod 4), (1,--/D) est une base de l’anneau des entiers

de (/D ), donc (/D, --D) est une base de l’id6al (/D); on a:
/D (--D)--(--/D )(--D)=--2D/D =--D/d.

Doric une forme correspondant (/D) est:
1 (/-X--DY)(--/D X--DY)---X+Dy2--{--1, 0, D}.
D

Si DI (mod 4) [1 1--/D- est une base de l’anneau des entiers
\ 2

de (/D) la base (/ /D --D ) de l’id6al (/) convient.
2

Doric une forme correspondant (/) est:

D 2 2

___X2_Xy. D--1 y2_{_1,_1, D.--1 }.4 4

Ainsi Pest le sous-groupe deux lments de (C) orm des deux
classes I reprsentant I (classe unit de (C)) et J reprsentant -1 et
(C’) est le quotient du groupe (C) par le sous-groupe P form des classes
I et J reprsentant I et -1 respectivement.

Le ait que J soit un carr signifie que les ormes de la classe J
reprsentent des carrs premiers d, donc que l’quation --z-x--Dy

si DI (mod4), ou --z=x+xy+ 1--D y si D-1 (mod4) a dessolu-
4

tions entires, c’est--dire (divisant par z) que --1 est norme. Le ait
que J soit un carr signifie aussi que tousles caractres gnriques
valent 1 pour --1, ce qui prouve nouveau le corollaire 1.

Demontrons le corollaire 2. Supposons maintenant que D soit
somme de deux carrs D=p...p ou bien D=2p...p oh les hombres
premiers p sont congrus 1 modulo 4. Soit D=a+fl une dcomposi-
tion de D oh a est impair, et pair ou impair suivant que D est impair
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ou pair.

Si D est pair, {a, 2fl,--a}-={a,2,--1} et 4+4a=4D=d, donc
le carr de la classe de {a, 2/, -a} est J.

Si D=I (mod 4), {-, ,---}--(-,,--1} et done le carr de la

classe de {-, a, -} est J.

Inversement, pour toute orme {a, b, c}, on a:

{a, b, c}{--c, b, -a}--{-ac, b, --1} e J.
Donc {a, b, c} e J si, et seulement si, les ormes {a, b, c} et {--c, b, --a}

sont quivalentes. De 1 on dduit que route classe de carr J contient
exactement deux ormes dont les coefficients extrSmes sont opposes.
La dmonstration de ce fait se trouve dj chez Gauss ([2], 265; cf.
aussi [7], chapitre VIII, 1).

Ainsi les classes H telles que H2--J sont les classes contenant des

si D est pair, ou -{-, a,--} si D_=I (mod 4).ormes =[, 2,

Dans les deux cas, le hombre a est un nombre premier 2D reprsent
par H pour les valeurs des inttermines (1, 0)et (1, 1)respectivement,
si bien que la classe H est dans le genre principal si, et seulement si,

(-)--e(H)--I pour tousles diviseurs premiers p impairs de D (cf.

[6], 1; si D est pair, e(H) vaut 1 ds que les e(H) valent 1, par la
ormule du produit).

Donc la classe J est une puissance quatrime si, et seulement si,
il existe un tel hombre a, ce qui prouve le corollaire 2.

Raisonnant comme darts [8], on trouve aussi le:

Corollaire 3 Si RI=R1 et R2 R’, les formes quadratiques aX

+ 2flXY--aY ot vgrifie la condition du corollaire 2 reprgsentent pro-
prement des carrgs de hombres m premiers 2D.

On a R’=R si, et seulement si, au moins un de ces hombres m est
rsidu quadratique de tousles facteurs premiers impairs de D.
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