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147. Ueber die Maximalordnung einiger Funktionen
in der Idealtheorie.

(Zweite Mitteilung)

Von Zyoiti SUETUNA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit, Tokyo.

(Eing. Nov. 10, 1926. Vorgel. von T. TAKAGI, M. 1. A., Nov. 12, 1926)

Nach der in meiner fritheren ArbeitV entwickelten Ramanujon-
schon Methode habe ich in der kiirzlich erschienenen zweiten Mit-
teilung® die Maximalordnung weiterer ideal- und zahlentheoretischen
Funktionen bestimmt.

Es sei x fest > 0. S,(a) bezeichne die Summe der xten Potenzen der
Normen aller Idealfaktoren eines Ideals a in einem algebraischen
Korper ®. Dann gilt der folgende

Satz 1. 1) Fir 0 < x <1 ist die Maxzimalordnung von S(a)

Li((log N(a))'-*)+R(log N(s))
= N(a)e

)
wo

Rx) = O(z'-*e @),
2) Die Maximalordnung von S, (a)

= b, Ma)log log Ma) (1 + O(e~*10E V@)
wo

. 1 1
log b, T}:?;(N(%'éz log log z)+m§2 G
Also ist log by = C (BEulersche Konstante), falls & :pm',cll der Korper der
rationalen Zahlen ist.
3) Fir x > 1 st die Maximalordnung von S(a)
= L g®)Ma)(1—L(log Ma), x)+ Rlog Ma))),
wo R(x) dieselbe Bedeutung wie im Falle 1) hat.
Hierin ist (z > 2)

1) ,, Ueber die Maximalordnung einiger Funktionen in der Idealtheorie *, Journ.
Fac. Sci. Tokyo, Section I, Vol. I, Part 3 (1925), 105-153. Vergl. auch meine Note unter
demselben Titel in diesen Proc. 2 (1926), 43~45.

2) journ. Faec. Sci. Tokyo, Section T, Vol. T, Part 6 (1926), 249-283.
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_ ["__du .
g(w) l) —[ u logu (x > 1) ’
folglich (N fest > 1)
1 ol (=1)ym! 1
Yz, x) = 0 X
@ %) (x—1)'log 2 mz_: (x—1)"(log )™ + ( z="Ylog zy™*! )

Bekanntlich hat schon Landau gezeigt, dass die ,, Minimalordnung“
der Fulerschen Funktion, die ich mit @(n) bezeichne,
~eC M fiir n > oo,
log log n
was nun folgendermassen verschirft wird :

Satz I1.  &(a) set die Fulersche Funktion in & :
0@ = N[ (1-—+ 6 —)

bla
Dann st die Minimalordnung von &(a)
N(a) —¢(log N(a))" 1
log log N(a) (1 +Oe )) b= b

Jetzt bezeichne Q. (n) die Anzahl aller Darstellungen von n als
Summe von 2¢ Quadraten. Bekanntlich steht @,(n) (fiir ¢ <5) in enger
Beziehung zu S,_4(n) (fiir den Korper der rationalen Zahlen).

Satz III. Die Maximalordnung von Q, (n) ist

= 6¢°n log log n(1 + O(e™*Uo% )).

Fir ¢ > 2 kann das Hauptglied von Q,'n), nach Hardy-Littlewood™
und Hardy?, in die bequem behandelbare Produktform transformiert
werden ; daraus kann ich folgende Sitze beweisen :

Satz IV. Man setze zur Abkiirzung

T[’ 1 2‘7 _ 2
C(o) = (@e—D! go) =1 —1|B.]| fir ¢ =0 (mod. 2),
_= 1 - _2'1_ fitr 0 =1(mod. 2),

(c—1)! I{o) I E,_, ‘

wo L(s) die Dirichletsche L-Funktion mit dem Nicht-Hauptcharakter mod. 4
bedeutet.
1) Fiir 0 =0 (mod. 2) ist die Maxzimalordnung von Q, (n)
= ¢,C(a)n" (1 —Llog n, s —1)+ R(log n) ),

1) G.H. Haroy und J. E. LirrLEWOOD, ,, Some problems of ¢ Partitio Numerorum’;
I: A new solution of WariNg’s problem “, Gottinger Nachrichten (1920), 33-54.

2) G. H. Harpy, ,, On the representation of a number as the sum of any number of
squares, and in particular of five “, Transa. Amer. Math. Soc. 21 (1920), 255-284.
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wo

tle—1) fiir 6 =0 (mod. 4),

¢ = _ ____1__ .
{ to-1(1-5ir) fir =2 (mod. 4),
Rx) = O@* e *™).
2) Fir a =1 (mod. 2) ist die Maximalordnung von Q,(n)
= &Clom -'(1 —%2(2 log n, a— 1)+ R{log n)),

WO

1 1
a=(1+—=) Il ——==
( 27 )pEl (mod.4) l—p t=»
und R (x) dieselbe Bedeutung wie im Falle 1) hat.
Satz V. 1) Fiir 6 =0 (mod. 2) ist die Minimalordnung von Qy(m) (fiir

kleines positives €)
= eClo)n -1(1+ of i ))

wo
1 1 .
1-_ 2'7—1_ 1 + 220‘-2_ 20_1 fu’r 0= 0 (mOd- 4))
G = 1
1- 9171 fiir ¢ =2 (mod. 4).

2) Fiir 6 =1 (mod. 2) ist die Minimalordnung von Q,(n)
= 0oy -'(1 + _512‘2(2 log n, a— 1)+ R(log 'n)),

wo
a2 I (A
=3 (mod. 4) p
und R(x) dieselbe Bedeutung wie im Satz IV hat.

Die obigen Resultate (mit Ausnahme von Satz V, 1) konnen noch
verschirft werden unter Annahme der Richtigkeit von der (verall-
gemeinerten) Riemannschen Vermutung iiber die Nullstellen der
Zetafunktion. Zum Beispiel kann die Maximalordnung von S(a), fiir
x > 14, asymptotisch abgeschiitzt werden unter der Annahme :

£g(®) = O fiir R(s) > %



