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Sur la Puissance d’un Point relativement
& la Courbe Algbrique dans le

Plan Non-euclidien.

Par Teikichi ISiIiUCHI.
Iastitu de Math6matiques, Universit Iml,riale, Kyoto.

(Rec. March 1, 1927. Comm. by T. TAAo, . i. A., March 12, 1927.)

Soient p, z, y, les coordonnes Weierstrassiennes d’un point quel-
conque dans le plan non-euclidien. Posons

P= Vz++
z

V++i

Les trois nombres z0, z, z sont les coordonnes homognes du point.
Considrons une courbe algbrique dans le plan reprsent par

l’quation rationnelle intgrale et homogne par rapport aux coordon-
nes homognes de point

f(o, ,, ) O.
Soit la courbe de degrfi n et de classe , et supposons qu’elle ne

touche pas l’absolu.
Nous appellerons en gnralfoy de la courbe un point tel que deux

des tangentes menses de ce point la courbe touchent aussi l’absolu.
Par un point a), pris dans le plan de la courbe, on mne les

normales la courbe. Cherchons le produit des sinus des mesures des
longueurs des normales compris entre le point P et les pieds des
normales.

On volt que les racines du systme d’fiquations

if(o, , .,) o,
(I)

iF(z0, z, z..., aa, a, a:) 0 1 2

OZo x
2" Ao zo zi x 0
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contiennent les coordonnes des pieds, celles-ci des points doubles, et
celles-ci des points de rebroussement de la corbe f(o, ,.) 0, o
# est e fonction linaire homogne par rapport R , , .

On volt facilement que la courbe (0, , , ,,) 0 passe par
les points doubles et les points de rebroussement. De plus, la courbe
(,,, , ,) 0 touche la courbe (z0, ,) 0 R chacun des
points do rebroussement. Donc ]e hombre des normales est gal R % .
Soient,, ..,d+ les mesures des longueurs des normales

comprises entre le point Pet les pieds de ces normales (x()), (x())
N..(x(’+’}). Pour abrger l’criture, nous dsignerons le produit

sin d sin d ...sin_ d.+ par P. Alors on peut crire

P () (’(’)-((’) () (()))-(())

((’)) ’+a,xi’) +,
Du systme (I), nous tirons un systme d’quations

O ), (aa) si d

En liminant 0, x, : du systme d’quations prcdentes, on arrive
l’quation

R(L ) (, o, , ) o,
off Rest le rsultant des trois fonctions f, .

Le polynSme est de degrd 2n par rapport aux coefficients de la
seconde, de degr n par rapport ceux de la troisime du systme (II).
D’ofi il rsuRe que le coefficient de 2n dans l’xpression est de degr
2n par rapport , , a et celui du ter.me absolu est de degrd 2n + 2n
par rapport ao, a, a. On a donc
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off " est une fonction rationnelle de a, a, a._,.

Soient (()), (3()), (3()) les coordonnes des points doubles D, D.,
D et (p()), (p()), (p(")) celles des points de rebroussement R,

R., R sur la courbe f(o, x, .,) 0. On aura alors

j jn. [(aa)]/ sin d sin g___L’ sin’-

x{[(aa)]asin PDt.sin PD, sin_PD,..}

k k k J.

off 2 est une fonction rationnelle de ao, a, a.
Or la fonction/2 (ao, a, a) est nulle
i) quand le point P(a) est sur la courbe donne,
ii) quand le point P(a) est sur uno tangento commune la courbe

et g l’absolu. De plus, la fonction /2 ne devient infini sur aucuno
courbe. Donc/2 est un polyn6me de aa, a,

Soient ($()), ($(*)), ---, ($()) les coordonnes des foyers F, F .--, F tels
que le droit qui passe par deux quelconques des foyers no touche pas
simultanment la courbe et l’absolu. Donc
(III) /2(a, a, a)

off C est une constante, et l, m sent des nombres positifs. Comme le
degr de l’xpression 2 par rapport a, a, a:, est 2(n-2d-3r), on trouvo
que

2(-2d- 3r) In+2m
Par l’6xpansion des deux membres de l’6quation (III), on trouve

l’--2.
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On obtient donc pour le produit cherch la formule suivante

C’est--dire

Pv 1 f(a, a, a.,) sin PD; sin ,P sin PF,
c V()

(IV) f(a0, a,, a.) C

Done

sin PN,_ sin PN. Sill

sin. PF sin PF._, sin PF
k k k

Nous appellerons l’6xpression
f(,, ,, .)

la puissance du point a) ehtivement & la courbe

dans le plan non-euclidien.
On a done lo thorSmo suivant
Dam le plan non-euclidien, la puissance d’unpoint velativement la

courbe algbrigue qui e touchy pas l’absolu est proportionnelle au produit de
sinus de mesttres des longuettrs de normalvs men$e du point la courbv
dvis par le produit des sinus des mesures des distances du point auz foyers
de cette courbe.

Pour dterminer la constante C, il faut substituer aux valeurs de
a, a, an dans la formule (IV) les coordonn(es d’un point special dans le
plan.


