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In seinem kiirzlich erschienenen schonen Werkehen: die Grund-
lage der Analysis hat E. Landau auf die unzuldngliche Begriindung
der induktiven Definition der Addition natirlicher Zahlen, wie sie nach
Peano geliufig ist, hingewiesen und eine iiberraschend einfache, Herrn
Dr. Kalmar in Szeged zugeschriebene Methode angegeben, um die
Mangel gut zu machen. In Anschluss daran lasse ich hier einige
Bemerkungen folgen.

Das Peano’sche Axiomensystem lautet bekanntlich wie folgt :

(1) 1 ist eine natirliche Zahl.

(2) Zu jeder natirlichen Zahl z gibt es eine und nur eine
,, hdchst folgende “ «’.

(38) Fiir jedes z ist 1==2o".

(4) Es ist 2’=v nur dann, wenn z=y.

(5) Eine Menge der natirlichen Zahlen, welche 1 enthilt und
mit jedem x auch 2 enthilt, enthilt iiberhaupt alle natiirlichen Zahlen.

Wir wollen nun in Verallgemeinerung von «'=F(x) alle diejenige
,» ahnliche Abbildung “ F'(x) bestimmen, die der Bedingung

F@)=F(zx)
geniigt. Setzt man zunidchst F(1)=1 bez. 1/, so kommt F(x)=2x bez.
2/ als alleinige Losung heraus, wie nach Axiom 5 ersichtlich. Indem
wir F(x)=2x ausschliessen, setzen wir, unter a eine beliebig gegebene
natiirliche Zahl verstehend, F(1)=a’, und schreiben anstatt F(x) aus-
fuhrlicher F,(x), so dass die Bedingungen nunmehr lauten :

F,1)=d, 0))

F()=(F.()) . 2
(Natiirlich ist F,(x) als die a-te Iteration von z'=Fi(x) d.h. z+a
gedacht : a+2 bei Landau.)

Es gilt nun alletn auf Grund von den Axiomen 1-5 nachzuweisen,

dass unter den angegebenen Bedingungen F(x) tuberhaupt moglich ist,
wovon die Notwendigkeit ,, von Peano und seinen Nachfolgern iiber-
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sehen worden ist.“Y Der Beweis geschieht durch Induktion nach a
wie bei Landau:

Erstens: fiir a=1 gentigt der Ansatz: F.y(x)=2". Denn alsdann
Fi(1)=1 und Fy@)=@)=F()).

Zweitens sei angenommen: es existire F,(x). Dann wird fiir
p=a’ die Forderung durch F,(x)=F,(x) erfillt, denn

F,1)=F,Q1)=(F.Q1))=()=p,
Fy@)=F (@) )=(F.))=Fyx)) .

Nach Axiom 5 ist hiermit die Existenz von F,(x) bewiesen.

Der Beweis fiir die Eindeutigkeit von F,(x) gelingt, wie schon
bei Peano, leicht durch Induktion nach x. Alsdann folgt, dass
notwendig (nicht nur hinreihend)

Fy(x)=a", (3)
Fo(2x)=Fu(x) 4)
sein musste.

Es ist bemerkenswert, dass aus der Eindeutigkeit von F,(x) das
assoziative und das kommutative Gesetz direkt (ohne Induktion)
hergeleitet werden kann, was noch kurz angefiihrt sei.

Setzt man F,(F,.(x))=¢(x), so ist nach (1), (2)

P(1)=F,(F,(1))=Fya)=(Fya)) ,
(@) =Fy(F () =Fy(Fu(x) )= (Fy(Fa(x))) = (¢(x) ),
also ¢(x)=F((x) mit c¢=Fya), d.h. (x+a)+db=2+(a+b).
Setzt man zweitens F.(y)=e¢(x), so ist nach (8), (4)
e(1)=Fi@y)=v,
(@) =F(y)=F.(y)=F) =(¢()),
also ¢(x)=F,x), d.h. y+rx=x+y.

1) Landau, a. a. O,, X.



