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58. Geometrie des Integrals $(Ly” 7+ M)dx.

Von Hitoshi HoMBU.
Mathematisches Seminar, Hokkaido Kaiserliche Universitit, Sapporo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., June 12, 1936.)

In der letzten Arbeit habe ich die Theorie einer allgemeinen

Massbestimmung sF(oc, %, 9,y",y”)dx gegeniiber der Gruppe aller Be-

rithrungstransformationen behandelt.” Im Folgenden mochte ich mich
mit einer der dabei ausgeschlossenen Fille beschiftigen, wo F' die
Gestalt L(x,y, v, y")y” +M(x,y,v,y") annimmt.

Wir setzen drei von vier invarianten Pfaffschen Ausdriicken in der
folgenden Gestalt voraus:

) o =Ldy”’+ Mdx+ a3y + oy ,
=20y,  w=poy +70y),

und fordern
[I] o'=0 (mod w1, u)g) s
woraus folgt
(2) a= Myu —DL (DLEL,,/y”-}-L,,y' +Lx) .
Mittels des vierten Pfaffschen Ausdrucks oj stellen wir die Forderungen
[II] ll)iE[(Ug(l)s] (mod wl) ,
[III] wé—E [ww3] (mod wq, lUg)
auf, woraus ergeben sich
3) e —%dx (mod. wy, @) ,
4) ©2=1L.

Da nach (1), [I]
o' =[(ay»— L,)dy”’ +(B+Da— M, )dz, 6y'] (mod. wy)
(DIZE%/’!// + a1,1/' + ax) )

80 behandeln wir jede der zwei Fille a,,—L, 50 oder =0 folgender-
massen :

(A) a,,—L,=+0. Dann werden B, # (folglich A nach (4)) so be-
stimmt :

®) B:%(ay,,—Lu,)+(My,—Da),

(GA) p= L—l(au” - Ly’) ’ A= L—s(ay” - Lu’)z ’
indem man fordert :

[I’A] o'= [wwz] (mod. w,).

1) H. Hombu, Invariantentheorie des Integrals SF(x, Y, v, v, y/)dz, Proc. 12
(1936), S. 156.
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Vier Pfaffschen Ausdriicke sind nun bestimmt bis auf die Transforma-
tionen von der Gestalt

a=w, o1=w;, o=y (Mod. w), w3=w; (Mod. w;, ws).
Wenn man also an Stelle der Forderungen [I], [III] die folgenden
[I”A] o =[wwz] + a1 wiws]+ digl wyws] ,
123
[IIT’A] wi=[wws]+ (Z)Cij[wiZUj]
3

setzt (@, Gis, ¢; : noch unbekannte Invarianten), so kann man leicht be-
stitigen, dass w—w;s sich vollig bestimmen.
(B) a,»—L,=0. Bestimmt man auch nach (5) die Funktion 8, so
haben wir
()] o' =[8y, (Ly— By )y’ +(M,— DR)dx+ (ay,— B,)0Y ] ;
da aber
Ly - Byu = Lu - (My/ - Da)yu = Ly - My/y// + Dau// + Qy
= Ly -_ My’u” + DLy/ + (Mﬂ// o DL)u/ = 0 )

so fordern wir unter der Voraussetzung M,—DB=+0

[I'B] o’ =[wws]+ aplw10,]
(a2 : noch unbekannt), woraus folgt, beriicksichtigt auf (4),
(6B) 1=(Lop-my),  u=(120p-m)}.

Ferner durch den folgenden Forderungen kann man w—w; véllig
bestimmen :

[I1I'B] = [waws] + by[wiw]+ bl wyws] ,
1,

[1II'B] wh=[wag]+ (zzifc,,,.[l.,,.tu,.] :
0.7

Wenn M,—Dp verschwindet, so ist » totales Differential, da
ay— By =(My»—DL),—fy =M, ,— DL,—f,
=DBy+ By —DLy— By =D(B, —L,)=0.
Satz. Sei ein Integral 5(Ly’”+M Ydx gegeben. Wemn Ly”"'+M
nicht von der Form F,.y/"+ DF ist, so kimnen wir durch die Relationen

(0 =[wws]+ayp[wi@s]+ ar[w1wg], o =[ww3]+ [ w1wy]
2
wi = [wzw:«x] + bl[wlw] + 121 blj[wle] ’ wi = [wzwa] + bl[wlw] + bm[wlwz] ’
B d
A 1,23 0 +d 1,23
(A} wi=[wws]+ (?A_,;)c,;,-[w,-w,-] s [B] wy=[wws]+ (izj)c,-,-[w,;w,- ,
, 3 12,3 , 2 ' 123
\W3= Z dj[ij] + 2 dij[wiwj] w3z= 2 d,-[ij] + 2 dii[wi"’a‘]
7=1 @D =1 @9

vier Pfaffschen Ausdriicke bestimmen, die gegeniiber aller Beriithrungs-
transformationen der Ebene imvariant sind und deren erste w fiir
oy’ =8y =0y=0 sich in (Ly"”+ M)dx reduziert; diese Bestimmung st
eindeutig fiir reelle Funktionen L, M, Die Funktionen a;, by, by, ¢,
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d;, d;; und deren sukzessiven kovarianten Ableilungen bilden das woll-
stindiges System der Invarianten.

Wir kénnen nach E. Cartan die Gleichungen [A] und [B] als die
der Struktur des mit je einer allgemeinen Ubertragung angehefteten
zwei-dimensionalen Raumes andeuten. Und fiir die holonomen Uber-
tragung, deren fundamentalen Grossen verschwindend oder konstant
sind, ist der Raum durch die viergliedrige Gruppe mit der Struktur
[A] od. [B] ausgestattet; da w—w; sodann in gruppentheoretischen
Sinne invariant sind, so lassen sich spezial w; fiir 6y’ =0y=0 und
fir 0y’ =0y’ =0y=0 bzw. mit dem Bogenelement ds und der mit ihm
multiplizierten niedrigsten Differentialinvariante Ids identifiziert. Man
erinnere, dass nach G. Kowalewski I stets so gewahlt werden kann,
dass es die Hochstableitung linear enthilt.?

(A) Fir Ldy’+ de=y’—2dy”—-%y’_sy"2dw haben wir
o=y =Sy ey YN =,

=y 0y, ws=—yds;
(94) o' =[ow], oi=[ww)], oi=[wws], w;=[wws].
Die Gruppe, die @ —w; invariant lisst, ist, wie man leicht bestitigt,

(10A) p, 4q, xp, a%p (od. 5=£w_-td' z7=y+k).

(84) {

azx+b’
Das Bogenelement und der niedrigste Differentialinvariante
(11A) ds=yd, I=y y"—3y"y"

stimmen allerdings mit —w;, —w/w; tberein.
(B) Ganz analog wie in (A) haben wir fiir Ldy”+ Mdx=dy’ —ydx
(BB)  o=dy'—ydx, =0y, w=0y, wy=—dzx;
OB) o' =[wws], oi=[wws], wi=[wws], w;=0;
(10B) p, €4q, e, 7 (F=1);
(11B) ds=dz (= —ws), I=y"—y (=—o|ws).
Fir allgemeinen Ldy”+Mdx ist die Gruppe (10A) oder (10B) die
fundamentale Gruppe der Ubertragung, und die fundamentalen In-
varianten werden als die Strukturgrossen der Ubertragung interpretiert.

Dieses Problem wurde an dem Herrn Prof. A. Kawaguchis Seminar
diskutiert.

1) Vgl. G. Kowalewski, Vorlesungen iiber allgemeine natiirliche Geometrie und
Liesche Transformationsgruppen, 1931.



