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66. Divisionsalgebren uber einem Y-adischen
Zahlkorper eines unendlichen
algebraischen Zahlkorpers.

Von Mikao MORIYA.
Mathematisches Institut, Hokkaido Kaiserliche Universitit, Sapporo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA,, July 13, 1936.)

Es sei k ein unendlicher algebraischer Zahlkorper und p ein Prim-
ideal aus k. Wir bezeichnen dann mit % den derivierten Korper von
k in bezug auf die zu p gehorige Bewertung.” Ferner bezeichnen wir
mit f den in & enthaltenen maximalen algebraischen Erweiterungs-
kérper iiber dem p-adischen Zahlkorper k,? wobei p die durch p teil-
bare Primzahl bedeutet. Da I als der Vereinigungskorper von hochstens
abzéhlbar unendlich vielen algebraischen Erweiterungkérpern endlichen
Grades iiber k, definiert ist, so kann man nach Herbrand als den ab-
soluten Grad von f iiber k, eine Steinitzsche G-Zahl dem Korper f zu-
ordnen. Den Kérper f nenne ich im folgenden den Hilfskorper von
k. Es fragt sich nun, ob es iiberhaupt eine Divisionsalgebra iiber k¥
gibt, deren Index eine gegebene matiirliche Zahl ist.

Fiir die Untersuchung der obigen Frage will ich zuerst einen Satz?
vorausschicken :

Satz 1. Geht der Grad eines endlichen Abelschen Erweiterungs-
korpers K iber k im wunendlichen Bestandteile des absoluten Grades
von t auf, so ist jedes Element aus k Norm eines Elementes aus K.

Bekanntlich ist jede Divisionsalgebra von endlichem Index iiber k
als ein direktes Produkt von endlich vielen Divisionsalgebren iiber
k, deren Indizes alle Primzahlpotenzen sind, darstelloar. Ich beweise
nun

Satz 2. Ist q eine Primzahl, welche im wunendlichen Bestandteile
des absoluten Grades von t aufgeht, so existieren keine zyklischen Alge-
bren iiber k, deren Indizes Potenzen von q sind.

Beweis. Ist (a, Z, S) eine zyklische Algebra vom Grade ¢* (¢>>0)
iiber k, so ist Z ein zyklischer Koérper vom Grade ¢* iber k. Nach
Satz 1 ist aber @ Norm eines Elementes aus Z, ist also wie bekannt

(a, Z, S)~k.

Satz 3. Es sei q wieder eine Primzahl wie in Satz 2. Dann
existieren keine Divisionsalgebren iiber k, deren Indizes Potenzen von q
sind.

Beweis. D sei eine Divisionsalgebra vom Index ¢°(>1) iiber k.
Dann existiert zu D ein galoisscher Zerfiallungskérper K von Grade n iiber
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8) Unter einer Divisionsalgebra iiber % versteht man eine normale Divisions-
algebra mit & als Zentrum.
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k. Bekanntlich ist n durch ¢° teilbar. Ist also die Ordnung der
galoisschen Gruppe von K nach k genau durch ¢® (a =e) teilbar, so
existiert nach einem Satz von Sylow eine Untergruppe von der Ordnung
¢* und nach dem galoisschen Hauptsatz der dieser Sylowschen Gruppe
zugeordnete Teilkorper K, von K iber k. Es ist also [K:K]=¢~
Zwischen K und K, sind bekanntlich folgende Kérper eingeschaltet :

K KDKa PO RYPEPRTPPRTY >K1>Ko.
Dabei ist jeder Kérper K; iiber K; ;-1 zyklisch und vom Grade ¢q (=1,
2, ceneen ,a). Ist nun Dx K, , von K zerfillt, so ist D x K;_, iiber K;_,

zyklisch darstellbar, d. h. D x K, ist dhnlich einer zyklischen Algebra
vom Grade q iiber K;_,. Da aber der unendliche Bestandteil des ab-
soluten Grades des Hilfskorpers von K;_; auch durch q teilbar ist,” so
kann man den Satz 2 auf diesen Fall anwenden (Der Grundkérper ist aber
in diesem Fall K; , statt k!). Es gibt also keine zyklische Algebra
vom Index q iiber K;;, d.h. K, ist bereits ein Zerféllungskérper von
D. Dies ist aber Widerspruch, weil [K;:k] durch den Index von D
nicht teilbar ist. Damit ist der Beweis beendet.

Herr O. Schilling hat aber neulich bewiesen,® dass zu einer zum
unendlichen Bestandteile des absoluten Grades von P primen natiirlichen
Zahl n» immer eine Divisionsalgebra vom Index =7 existiert. Mithin
schliessen wir:

Es gibt iber k eine (und sogar mindestens eine) Divisionsalgebra
vom Index n, wenn m zum wunendlichen Bestandteile des absoluten
Grades von ¥ prim 1st.
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