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43. Uber die Riemannsche Flache algebraischer
Funktionen.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitit, Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., May 12, 1938.)

1. Wenn k der komplexe Zahlkorper (kurz: k.Z.) und y eine al-
gebraische Funktion von einer unabhingigen Variablen z ist, so gilt be-
kanntlich, dass (A) alle Funktionen des Funktionenkorpers K=Fk(x,y)
auf seiner Riemannschen Fliche Rx bis auf endlich viele Pole iiberall
regulir sind und umgekehrt, und dass (B) jeder Punkt p* auf Rk einem
Primdivisor p von K, den man wie dblich nach der Bewertung von K
definiert, umkehrbar eindeutig zugeordnet ist, und die formale Ent-
wicklung von ze K nach der Bewertungstheorie in einem Primdivisor p
mit einem Primelement ¢:

1) z= Z>}a,,t”, a.€k, a0
mit der gewdhnlichen funktionentheoretischen Entwicklung im p zuge-
ordneten Punkt p* auf Rx tbereinstimmt.

Wenn der Konstantenkérper k nicht der k. Z. ist, werden wir nun
die Riemannsche Fliche des algebraischen Funktionenkorpers K durch
diese Eigenschaften (A), (B) definieren. Fir diesen Zweck setzen wir
bezl. & folgende Axiome voraus:

Axiom 1. Der Konstantenkorper k ist algebraisch abgeschlossen.

Axiom 2. k st ein topologischer Korper?: in k ist eine Topologie
so gegeben, dass 1) & ein Hausdorffscher Raum mit dem ersten Abzihl-
barkeitsaxiom (kurz: 1. A. A.) ist, und 2) aus a;—a, b;— b die Kon-
vergenzen a;+b;— a+b, a;b;— ab und ab;'!—ab™? (b0) folgen.

Wir definieren den Funktionswert 2z(p) von ze K bei b durch die
Eigenschaft (B), so dass z(p)=a,, wenn bei (1) » =0 ist, und z(p)=o0,
wenn r<<0. Wir denken uns die absolute Riemannsche Fliche Rx von
K, die aus allen Primdivisoren von K besteht, und definieren die Topo-
logie von Rx folgenderweise :

Def. 1. Auf Rx gilt die Konvergenz p;—p dann und nur dann,
wenn fir alle z mit z(p) 3= o die Konvergenzen z(p;) — 2(p) in k gelten.

Damit wird Rx nach diesem Konvergenzbegriff als Konvergenzraum?
bestimmt. Wenn k der k. Z. ist, so ist unsere Definition der Topologie von
R mit der klassischen dquivalent. Denn nach den Eigenschaften (A4), (B)
ist die eineindeutige Zuordnung »* — p von Ri auf Rx eineindeutig stetig,
und aus der Kompaktheit von R% folgt die Homéomorphie von Rz und Rx.

Bekannt sind folgende Eigenschaften von Rk, wenn k der k. Z. ist:
(C) Rk ist ein Hausdorffscher Raum. (D) Eine passend gewahlte Um-
gebung jedes Punktes p von Ry ist mit einer Umgebung von 0 auf &

1) Vgl D. van Dantzig, Studien over topologische algebra, Diss. Groningen, 1931.
S. Kakutani, Uber eine Metrisation der topologischen Gruppen. Proc. 12 (1936). Darin
wird gezeigt, dass k¥ mit Axiom 2 sogar metrisierbar ist.

2) Vgl Alexandroff-Hopf, Topologie I. 1935.
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homéomorph. (E) Rg ist zusammenhingend. (F) Rg ist metrisierbar.
(® Rk ist kompakt.

Nun gelten im allgemeinen folgende Sitze:

Satz 1. Rg st ein Hausdorffscher Raum mit dem 1. A. A.

Satz 2. Wenn das Geschlecht von K Null ist, so gilt in R die
FEligenschaft (D) ; und k ist mit Rg—p homdbomorph, wo p ein beliebiger
Punkt von Rx bedeutet.

Im folgenden setzen wir jedoch ein weiteres Axiom voraus :

Axiom 3. Aus a;p;— 0 folgt b;— 0, wenn {a;} eine Fundamental-
folge, die keine Nullfolge ist, oder eine absolut divergente Folge (eine
Folge, die keine Fundamentalteilfolge besitzt) ist.

Dieses Axiom gilt in folgenden Fillen: 1) wenn die Topologie
von k% durch die Bewertung (oder durch die Pseudobewertung, welche
die direkte Summe von gewohnlichen Bewertungen ist) definiert ist,
oder 2) wenn k im Kleinen kompakt ist. Denn b;— 0 folgt im Falle
1) aus |a;:b;] =0, |a;|>e¢>0, und im Falle 2) daraus, dass in k alle
Fundamentalfolgen konvergieren und a;'— 0, wenn {a;} eine absolut
divergente Folge ist.

Es lisst sich auch leicht zeigen, dass Axiom 3 damit dquivalent ist,
dass aus a;b; — 0 die Existenz der Nullteilfolge a,,— 0 oder b, —0 von
{a;} bzw. {b;} gefolgert wird.

Aus Axiom 38 ergeben sich folgende Satze 3-6:

Satz 3. R hat die Ez'genscha,ft (D), also st es im Kleinen mit k
homéomorph. KEs ist ferner ein regulirer Raum.

Satz 4. Rg ist dann und nur dann zusammenhdingend (kurz. z. h.),
wenn k z. h. ist. Wenn k nicht z. h. ist, ist Ry soger nulldimensional.

Satz 5. Rg erfillt das 2. A. A. dann und nur dann, wenn k auch
dasselbe Axiom erfillt.

Aus den Sitzen 3, 5 und dem Urysohn-Tychonoffschen Metrisa-
tionssatz folgt das

Korollar. Wenn k das 2. A. A. erfiillt, dann ist Rx metrisierbar.

Satz 6. Rx ist dann und nur dann kompakt (oder im Kleinen
kompakt), wenn k im Kleinen kompakt ist.

Wenn k der k.Z. ist, gelten Axiome 1, 2, 3 und die Bedingungen
von Sitzen 4-6, somit werden die Eigenschaften (C), (D), (E), (F), (G)
fiir den k. Z. aufs neue bewiesen.

Nach D. van DantzigP” ist der k.Z. der einzige Korper, der die
Axiome 1, 2 erfillt und sogar im Kleinen kompakt ist. Also folgt aus
Satz 6 das

Korollar. Rg ist dann und nur dann kompakt, wenn der Kon-
stantenkorper k der komplexe Zahlkorper ist.

2. Def. 2. 2 sei ein Unterkérper von K mit demselben Konstan-
tenkorper k, und ein Primdivisor p von K sei ein Teiler eines Prim-
divisors p* von 2. Wir schreiben dann p* = Pgo(p)? ; und bezeichnen mit
Uxko(p*) die Gesamtheit derjenigen Primdivisoren p von K, die Teiler
des Primdivisors p* von £ sind. Im &hnlichen Sinne sollen die Be-

1) Vgl D. van Dantzig, loc. cit.
2) Wir nennen die Zuordnung b —> p* eine Projektion.
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zeichnungen Pxo(N), Uxo(A*) gebraucht werden, wenn U bzw. A* eine
Menge von Punkten von Rx bzw. R bedeuten.

Hilfssatz 1. Essei KD 2. Die Projektion p— p*=Pgg(p) bildet
alsdann Rg auf Ry stetig ab.

Beweis. Wenn z*e 2 ist, wird 2*(p)=2z"(p*). Also folgt p7 — p*
auf Rg aus p;—p auf Rx, w.z b. w.

Hilfssatz 2. Es sei o ein Automorphismus von K, der k element-
weise festbletben lisst. Dann bildet die Zuordnung p<—y° Rx auf sich
selbst homéomorph ab.

Beweis. Es ist z(p)=z°(y°); also folgt p7— p° aus p;—>p und um-
gekehrt, w. z. b. w.

Hilfssatz 3. Wir kionnen abzihlbar viele Elemente z, aus der
Maximalordnung K, fir p, die die Menge aller Elemente ze K mit
2(p) 3 o Dbedeutet, so wihlen, dass p;— p aus z.(p) —>2.(p) (n=1,2,...)
folgt.

Beweis. Es sei K=Fk (2, ¥, -, %§”) (o, ¥°, ---, ¥ aus K,), und
t ein Primelement fir p. Es seien ferner xy(p)=aq %2 (p)=8", 2=
(xn—l—an—l) : t_l’ an=wn(p); ’!lﬁf)=( ;ll—ﬁ;fz )t~l’ y;f)(p)= 0’) (n'—‘l’ 2,... ’
s=1,...,7). Dabei liegen alle z,, ¥ in K, da aus z(p)=0 zt'eK,
folgt; also sind a,, B3 ©. Wir zeigen nun, dass solche ¢, «,, ¥
n=0,1,2, ...;8=1, ..., r) fir {z,} gesetzt werden kénnen. Es gibt in
der Tat ein j, so dass ¢; %0, qy=--=a;,=0. Es sei nun ;) >0,
Zn(Ps) = an, Y(p;) — B, und 2 sei ein beliebiges Element aus K. Dann
ist 2=g(2)™* - f (20, Y, ---, ¥§), wobei g und f Polynome in x, bzw. in
%o, Y6Y, -, ¢ sind. Wir setzen g(xo)= (20— ao)* - g1(2o), (91(%0), Zo— ) =1;
und ersetzen %, und ¥ durch zy=ay+ -+ +ap it +a5;t"* bzw. Y=

60+ -+ + B gt

Dann wird 2z in der Form dargestellt :

@) 2=gia0) 27 (F@)- 7+ G, Tagers Yibas - Yi21))

wo F'=0 oder ein Polynom in ¢ hochstens vom Grad hj—1, und G ein
Polynom in £, Zy;.1, Yitet, ---» Yiie1 ist. Wenn 2(p) 30, so muss F'=0
und 2(p;) —> gi(a)) "t a; - G(0, anjsr, Biters -+ Biir1) =2(P), W. 2z b.w.

Wir beweisen nun einen Teil des Satzes 1, dass Rx ein topologi-
scher Raum ist. Dass Rx die Axiome I, II, IV von Kuratowski® er-
fullt, ist ohne weiteres klar, also kommt es nur auf das dritte Axiom
an. Es geniigt dafiir zu zeigen, dass aus p;— p; (j— ), und p;— p
(2 — o) fur passend gewihlten Index j=7 (¢) p; —p (1 — ) folgt. Aber
da in k£ das 1. A.A. gilt, kénnen wir durch das Diagonalverfahren
j=7 (@) so wihlen, dass fiir abzidhlbar viele Elemente {z,} aus K,
2,(Pi;) = 2a(p) (1 — ©) gelten. Hilfssatz 3 zeigt, dass daraus p;; — p folgt,
w. z. b. w.

Nunmehr beweisen wir den Satz 2. K habe das Geschlecht 0, also
sei K=k(x). Jedes Primhauptideal (x—a), a €k von k[x] ist eindeutig
einem Primdivisor p, von K mit z(p,)=a zugeordnet und der einzige
Ausnahmeprimdivisor mit z(p)=o0 sei mit p. bezeichnet. Es gilt dann

1) Vgl z B. Alexandroff-Hopf, loc. cit.
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f@)(p)=f(a), also ist die Zuordnung p, <> a von Rx—p. und & homoo-
morph, wie leicht zu zeigen ist. Wir konnen = so wahlen, dass der
gegebene p p. wird. Aus dieser homomorphen Zuordnung von k und
Rx— P folgt, dass Rx ein Hausdorffscher Raum mit dem 1. A. A. ist,
und die Eigenschaft (D) hat, weil Rx schon ein topologischer Raum
ist. w.z b.w.

Um das Trennungsaxiom im allgemeinen zu beweisen, seien p, q
zwei gegebene Primdivisoren und x sei so gewihlt, dass x(p) 3= z(q) ist.
Dann wird p*=Pgo(p) 3= q* =Pxo(q) auf Ry, wo L=Fk(z) ist. Waihlen
wir nach Satz 2 disjunkte Umgebungen 1*(p*) und U*(q*) auf Rg, so
sind nach Hilfssatz 1 die gewiinschten Umgebungen von p und q auf

Rx Uxa(U*(") und Uko(11*(3")).
Um zu beweisen, dass Rx das 1. A. A. erfiillt, fassen wir Ry als
Umgebungsraum auf: bezeichnen wir mit U(p, 2, u) die Gesamtheit

aller Punkte p mit z(p)eu(z(po)), 2(pg) e 0, wo u eine Umgebung in

k bedeutet, so ist U(py, 2, u) eine offene Menge von Ry nach Satz 2 und
Hilfssatz 1. Wenn wir uns Rx als Umgebungsraum mit dem Umge-

bungssystem { ]fIlll(p, Zi u,-)} (z;(p):\F oo) denken, so ist die Kon-

gruenzbegriff in Rx mit Def. 1 identisch, wie leicht zu sehen ist; um
sogar topologische Aquivalenz zu bestitigen, geniigt zu zeigen, dass in
diesem Fall das 1. A. A. besteht. Das folgt aus (2), wenn wir als ab-
zihlbar viele Umgebungen um p die Durchschnitte endlich vieler
M(p, za, u®) wilhlen, wo 2, genauso wie im Hilfssatz 3 gewihlt sind
und u die abzihlbar viele Umgebungen um z,(p) % © in k sind, die
mit allen Umgebungen um =z,.(p) dquivalent sind. Also ist somit zu-
gleich bewiesen, dass Rx von Def. 1 das 1. A. A. erfilllt. Damit ist
Satz 1 vollstindig erledigt.

Im folgenden setzen wir Axiom 3 voraus. Alsdann gilt

Hilfssatz 4. Es sei K eine endliche separable Erweiterung von 2.
Wenn U eine abgeschlossene Menge auf Ri ist, so ist auch N* = Pro(A)
eine abgeschlossene Menge auf Ra.

Aus diesem Hilfssatz, den wir in Nr. 3 beweisen werden, ergibt
sich der Satz 3: Beweis, dass Rx die Eigenschaft (D) hat. Nach dem

Riemann-Rochschen Satz konnen wir x so wahlen, dass K/.Q(.Q=k(a:))

separabel ist und x nur Pole erster Ordnung und insbesondere den ge-
gebenen Primdivisor p als Pol hat. Es sei K’/2 der kleinste K ent-
haltende galoissche Korper, dann zerfillt p* = Pxo(p) in K’ voll. Also
ist nun genug zu zeigen, dass, wenn K’/ galoissch ist und p* aus
Rg in K’ vollzerfillt, eine geniigend kleine Umgebung U von p Ri
durch die Projektion der Umgebung U*=Pgo(ll) von p* homoo-
morph zugeordnet ist, weil die Eigenschaft (D) im Falle vom Ge-
schlecht 0 sicherlich besteht. Nach Hilfssitzen 1 und 4 ist hierfiir nur
die Eineindeutigkeit der Zuordnung p— p* der Projektion in U zu
fordern. Angenommen, dass das nicht gilte, also U; wenigstens zwei

Primdivisoren p;, p;* (o; ist ein nicht identischer Automorphismus aus
der Galoisgruppe ® von K’/2) enthielte, wo U; die abzdhlbar vielen
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Umgebungen bedeutet, die mit allen Umgebungen von p auf Ry dqui-
valent sind. Aber es gibt mindestens ein nicht identisches Element o
aus @, die unendlich oft als On, vorkommt. Aus Pn,y P € Un, wiirde
folgen: pu,—p, pr.—p, was mit p,,—b, bp.—p’p widerspricht,
w. z. b. w.

Analog konnen wir aus der Regularitit von k folgern, dass R re-
guldr ist.

Beweis des Satzes 4. Zunichst zeigen wir, dass & nicht z. h. ist,
wenn Rg nicht z. h. ist. Wir kénnen « so wihlen, dass K/2 (.Q=k(x))
separabel ist und 2 nur einen Pol hat. Es sei K'/2 eine K enthaltende
galoissche Erweiterung, deren Galoisgruppe mit &={r;} bezeichnet
werde. Nach der Voraussetzung ist Rx nicht z.h., also ist Rxk=UA+B,
ANB=0, Ax0, B0, wobei A, B beide offen sind, und p sei in A
enthalten. Falls A'=TIUgx(A)%, B'=>Ugpx(B)+, dann ist Rg =
NA+B, WD =0, wobei A, B offen, A=W, B=PB und A’ >
Uwx(p), also A’ 3 0. Daraus folgt Reg=A*+B*, A* A B*=0, A* X0,
B*x0, wo A*, B* offen sind, wenn wir A*=Pro(A'), B* = Pgo(B')
setzen. Da k mit Rg—p. hombéomorph ist, ist also % nicht z.h. Nun
sei k nicht z. h. Dann ist & sogar nulldimensional. Daraus ergibt sich
analogerweise mit Hilfe des Satzes 3, dass Rx auch nulldimensional ist,
w. z. b. w.

Die Sitze 5, 6 lassen sich unter Zuhilfsnahme des Satzes 3 und
des Hilfssatzes 4 dhnlicherweise erledigen.

3. Zum Schluss beweisen wir Hilfssatz 4. Wir koénnen o. B.d. A
annehmen, dass K/2 galoissch ist. Denn andernfalls sei K’ > K und

K'[2 galoissch. Dann wird UA* =Pk g ( UK,K(%I)) abgeschlossen. Wenn
K|Q galoissch ist, so ist genug zu zeigen, dass aus pf—p¢ auf Ry
fiir passend gewihlte Teilfolge {r;} aus {7} (p,i aus Ugo(Pr), Po aus
UKQ(pa“)) pr,—p, folgt. Denn firr Primdivisoren p; aus A™ gehdren
unendlich viele Primdivisoren aus {p:i} zu A, wenn ¢ ein passendes

Element aus der Galoisgruppe von K/2 bedeutet. Wegen der Ab-
geschlossenheit von 2 und p7,— pg gehort p§ zu A, und also p; zu A%,

womit die Abgeschlossenheit von A™* gezeigt ist. Es sei also K= 2(2)=
k(x, y, z), dessen Galoisgruppe &={s;} (6;=1), und (K:L2)=m. Wir
zeigen zunichst, dass p,, sich so wihlen lassen, dass fiir abzéhlbar viele

Elemente {z,} aus K.=Ko N N\Kom 2,p,)>2€k gelten. Dazu

sei die zu z, gehorige irreduzible Gleichung in 2 f.(x, ¥, 2,)=0, dessen
Grad in z, gleich s, sei. Dann wird

Sl 0y =1 =), (oD, 900, ) =T} (1-20)

wobei P} ein Primdivisor aus Uxg(p;) ist. Nach Axiom 3 gilt Zu(pn)) —
2n(py) fiir geeignet gewihlte Teilfolge {n;} aus {7} (p,,i aus p:.':." (7=
1., m)): da fn(w(p:): y(P.*), Z,.(Po)) —>0(@—>o). Wenn wir
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Fa(203), w(or), t) (t—znlpn)) " statt fu(2(oD), 42, t)“’%,

setzen, konnen wir in gleicher Weise? die Teilfolge {m;} aus {n;} so
wiihlen, dass die Konvergenzen z,(p) —27 (j=1, ..., m) bestehen, wo

Z? im ganzen mit z.(py’) (=1, ..., m) identisch sind. Nach dem Dia-
gonalverfahren gelten durch die nochmalige Auswahl {r;} aus {m,}, die
geeignete Auswahl p,, aus Uxo(p;,) und die Umordnung der Oberindizes

J von 2 die Konvergenzen z,.(p,’)—>z"’ (7=1, .., m; n=12, ..), wo

auch 2’ im ganzen mit z,.(po’) identisch sind.
Nun erledigen wir zwei spezielle Fille, daraus folgt ersichtlich der

Beweis des allgemeinen Falls. 1) Alle p# (j=1,...,m) sind von ein-

ander verschieden. Es sei nun ¢ ein Primelement fiir p, und t(p =1
(j%1). Dann konnen wir » so wahlen, dass K=Fk(x, t%, ..., t*m, u),

u € Ky» und u(p)=u(py’) (j=1, ..., m). Wir nehmen im Hilfssatz 3
statt ¥, ..., %67, t, ..., tm, u, und statt oben gebrauchte {z,}, wie im
Hilfssatz 3, ., ¥ (s=1, ..., m+1;n=0,1, ...). Es sei tp,)—0. Es

bleibt dann noch iibrig zu zeigen, dass @.(p,)— &(P)=a,ck und
Y2(pr) > YL =pPek. Fir n=0 gilt es natiirlich. Angenommen,
dass dies schon fiir n <h gelten. Es sei nun z. B. t*=y,= 2 Bt +ys - B,
Bsek. Da Br1=yn-1(po) ist, gehort y,=(yp1— gh) -tz Kp*, weil in Ky«
aus y(bo) = 0yt ' Ko folgt Da yi(p;) > 1— — A= () (o1 % a1, 037)
und ys(ps2 )—>Z Pi=ualpy® ), konvergiert y;.(pr )—*ﬁ;c Yu(po) w.z. b w.

2) Alle po’ (J 1, ..., m) sind einander gleich. Da 2,(py’)= z,.(py) =
29 ist, erhalten wir den Beweis ohne weiteres.

1) Hier brauchen wir die folgende Tatsache: es sei fu(@)=27+a{7 Par-14 ...+ ¢,
Sulon)=0 8=0,1,2, ...) und a¥’—>a§?’, wn—> wp(n—>w; j=0,1, ..., 7—1); es sei ferner
Sul@) - @—on)1=2r-14 b Dgr-24 ... + D, g0 ist bP > b§? (n—> 0 ; §=0, ..., r—2).



