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ber die Riemannsche Flche algebraischer
Funktionen.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut der Kaiserliehen Universitiit, Tokyo.

(Comm. by T. TAKGI, M.I.A., May 12, 1938.)

1. Wenn k der komplexe ZahlkSrper (kurz: k.Z.) und eine al-
gebraische Funktion yon einer unabhngigen Variablen z ist, so gilt be-
kanntlich, dass (A) alle Funktionen des FunktionenkSrpers K=k(z,)
auf seiner Riemannschen Flche bis auf endlich viele Pole fiberall
regular sind und umgekehrt, und dass (B)jeder Punkt p* auf { einem
Primdivisor p yon K, den man wie iiblich nach der Bewertung yon K
definiert, umkehrbar eindeutig zugeordnet ist, und die formale Ent-
wicklung yon z K nach der Bewertungstheorie in einem Primdivisor p
mit einem Prime|ement t"

(1) z= , at ae k a - O

mit der gewShnlichen funktionentheoretischen Entwicklung imp zuge-
ordneten Punkt p* auf iibereinstimmt.

Wenn der KonstantenkSrper k nicht der k.Z. ist, werden wir nun
die Riemannsche Fliche des algebraischen FunktionenkSrpers K durch
diese Eigenschaften (A), (B) definieren. Fiir diesen Zweck setzen wir
bezl. k folgende Axiome voraus:

Axiom 1. Der KonstantenkSrper k ist algebraisch abgeschlossen.
Axiom 2. k ist ein topologischer KSrper)" in k ist eine Topologie

so gegeben, dass 1) k ein Hausdorffscher Raum mit dem ersten Abzihl-
barkeitsaxiom (kurz: 1. A.A.) ist, und 2) aus a-, a, b--b die Kon-
vergenzen a:kb- a+/- b, ab- ab und ab -- ab- (b 4 0) folgem

Wir definieren den Funktionswert z(p) von z e K bei durch die
Eigenschaft (B), so dass z(p)=a0, wenn bei (1) r 0 ist, und z(p)=oo,
wenn r <2 0. Wir denken uns die absolute Riemannsche Fliche K yon

K, die aus allen Primdivisoren von K besteht, und definieren die Topo-
logie yon ! folgenderweise"

Def. 1. Auf gilt die Konvergenz - dann und nur dann,
wenn ffir alle z mit z(p): o die Konvergenzen z(p)-*z(p) in k gelten.

Damit wird !g nach diesem Konvergenzbegriff als Konvergenzraum)

bestimmt. Wenn k der k. Z. ist, so ist unsere Definition der Topologie von
g mit der klassischen iquivalent. Denn nach den Eigenschaften (A), (B)
ist die eineindeutige Zuordnung p* -* p von ! auf )K eineindeutig stetig,
und aus der Kompaktheit von folgt die HomSomorphie von

Bekannt sind folgende Eigenschaften von !}tg, wenn k der k.Z. ist:
(C) ist ein Hausdorffscher Raum_ (D) Eine passend gewihlte Um-
gebung jedes Punktes p von )g ist mit einer Umgebung von 0 auf k

1) Vgl. D. van Dantzig, Studien over topologische algebra, Dis Groningen, 1931.
S. Kakutani, Ober eine Metrisation der topologischen Gruppen. Proc. 12 (1936). Darin
wird gezeigt, dass k mit Axiom 2 sogar metrisierbar ist.

2) Vgl. Alexandroff-Hopf, Topologie I. 1935.
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homSomorph. (E) 3t ist zusammenhngend. (F) 3{K ist metrisierbar.
(G) 31K ist kompakt

Nun gelten im allgemeinen folgende Sitze:
Satz 1. 9K ist ein Hausdorffscher Raum mit dem 1. A.A.
Satz 2. Wenn das Geschlecht yon K Null ist, so gilt in 9 die

Eigenschaft (D) ; und k ist mit 9-p homSomorph, wo p ein beliebiger
Punkt van 9 bedeutet.

Im folgenden setzen wir jedoch ein weiteres Axiom voraus"
Axiom 3. Aus ab-,O folgt b--> O, wenn (a} eine Fundamental-

folge, die keine Nullfolge ist, oder eine absolut divergente Folge (eine
Folge, die keine Fundamentalteilfolge besitzt) ist.

Dieses Axiom gilt in folgenden Fillen" 1} wenn die Topologie
von k durch die Bewertung (oder durch die Pseudobewertung, welche
die direkte Summe von gewShnlichen Bewertungen ist) definiert ist,
oder 2) wenn k im Kleinen kompakt ist. Denn b-*0 folgt im Falle
1) aus abl-- O, al O, und im Falle 2) daraus, dass in k alle
Fundamentalfolgen konvergieren und a--0, wenn (a} eine absolut
divergente Folge ist.

Es lfisst sich auch leicht zeigen, dass Axiom 3 damit iquivalent ist,
dass aus ab--, 0 die Existenz der Nullteilfolge a.-* 0 oder b-- 0 von
{a} bzw. {b} gefolgert wird.

Aus Axiom 3 ergeben sich folgende Sitze 3-6:
Satz 3. 9 hat de Eigenschaft (D), also ist es im Kinen mit k

homSomorph. Es ist ferner ein reguldrer Raum.
Satz $. 9tK ist dann und nut dann zusammenhdngend (kurz. z.h.),

wenn k z.h. ist. Wenn k nicht z.h. ist, ist 9g soger nulldimensional.
atz 5o g erfillt das 2. A. A. dann und nur dann, wenn k auch

dasselbe Axiom erfillt.
Aus den Sitzen 3, 5 und dem Urysohn-Tychonoffschen Metrisa-

tionssatz folgt das
Korollar. Wenn k das 2. A.A. erfillt, dann ist. g metrisierbar.
Satz 6. {g ist dann und nur dann kompakt (oder im Iinen

kompakt), wenn k im Kleinen kompakt ist.
Wenn k der k.Z. ist, gelten Axiome 1, 2, 3 und die Bedingungen

von Sitzen 4-6, somit werden die Eigenschaften (C), (D), (E), (F), (G)
fiir den k.Z. aufs neue bewiesen.

Nach D. van Dantziga) ist der k.Z. der einzige KSrper, der die
Axiome 1, 2 erfiillt und sogar im Kleinen kompakt ist. Also folgt aus
Satz 6 das

Korollar. 9K ist dann und nut dann kompakt, wenn der Kon-
stantenkSrper k der komplexe ZahlkSrper ist.

2. Def. 2. /2 sei ein UnterkSrper von K mit demselben Konstan-
tenkSrper k, und ein Primdivisor p von K sei ein Teiler eines Prim-
divisors p* yon 9. Wir schreiben dann p*=P(p)) und bezeichnen mit
UK(O*) die Gesamtheit derjenigen Primdivisoren p yon K, die Teller
des Primdivisors p* yon 12 sind. Im ihnlichen Sinne sollen die Be-

1) Vgl. D. van Dantzig, loc. cir.
2) Wir nennen die Zuordnung p- p* eine Projektion.
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zeichnungen PK(t), UK(I*) gebraucht werden, wenn 9j bzw. * eine
Menge yon Punkten yon 9K bzw. 9 bedeuten.

Hilfssatz 1. Es sei K . Die Projektion p-p* PK(P) bildet
alsdann 9K auf 9 stetig ab.

Beweis. Wenn z*e 9 ist, wird z*(p)=z*(p*). Also folgt
auf 9 aus p--* p auf 9g, w. z. b. w.

Hilfssatz 2. Es sei ein Automorphizmus yon K, der k element-
weise festbleiben last. Dann bildet die Zuordnung p-- p" 9 auf sich
selbst homSomorph ab.

Beweis. Es ist z(p)=z’(p); also folgt p- p" aus p-.p und um-
gekehrt, w. z. b. w.

Hilfssatz 3. Wit kSnnen abzdhlbar vide Elementv z aus der
Maximalordnung K ffer p, die die Menge aller Elemente z eK mit
z(p) =k oo bedeutet, so whlen, dass p--, p aus z(p)-*z(p)(n=l, 2, ...)
fo gt.

Beweis. Es sei K=k (xo, yD, ..., yo)) (xo, y), ..., y) aus K), und
t ein Primelement fiir p. Es seien ferner z0(p)=a0, y)
(x_-a_)" t-, a--x,(p), y)-(y’)_-)_)t-, y’)(p)--/) (n--l, 2,
s=l, ..., r). Dabei liegen alle x., y) in K, da aus z(p)=0 zt-eK
folgt; also sind a,, 2)=V oo. Wir zeigen nun, dass solche t, x,
(n=O, 1, 2, s= 1, ..., r) fiir {z,} gesetzt werden kSnnen. Es gibt in
der Tat ein j, so dass a = O, a= "’=a_= O. Es sei nun t(p) - 0,
x,(p) --, a,, y2)(p) --, ), und z sei ein beliebiges Element aus K. Dann
ist z=g(xo)-.f(zo, D, ..., yo)), wobei g und f Polynome in x0 bzw. in
Xo,:yoD, ..., y) sind. Wir setzen g(xo)=(Xo-ao)a g(xo), (g(zo), x0-ao)=l;
und ersetzen z0 und y’) durch Xo=ao+.’.+aata+xa++ bzw. yo

D(s)/hY -!- o(s)")+’’"
Dann wird z in der Form dargestellt"

(2)

wo F=O oder ein Polynom in t hSchstens vom Grad hi-l, und G ein
Polynom in t, x+, y?+, ..., y)+ ist. Wenn z(p):oo, so muss F=O
und z(p)-- g(ao)-.a". G(0, a+,/,+, ...,/[+) =z(p), w. z. b. w.

Wir beweisen nun einen Teil des Satzes 1, dass 9K ein topologi-
scher Raum ist. Dass K die Axiome I, II, IV yon KuratowskiD er-
fiillt, ist ohne weiteres klar, also kommt es nur auf das dritte Axiom
an. Es geniigt dafiir zu zeigen, dass aus p--*p (3"--" oo), und Pi-* P
(i --* oo) fiir passend gewihlten Index j=j (i) p --. p (i --. ) folgt. Aber
da in k das 1. A.A. gilt, kSnnen wir durch das Diagonalverfahren
j=j(i) so wihlen, dass fiir abzihlbar viele Elemente {z.} aus K
z(p-) -z(p) (i-- oo) gelten. Hilfssatz 3 zeigt, dass daraus p -* P folgt,
w. z.b.w.

Nunmehr beweisen wir den Satz 2. K habe das Geschlecht 0, also
sei K=k(x). Jedes Primhauptideal (x-a), a e k von k [] ist eindeutig
einem Primdivisor p von K mit x(p)=a zugeordnet und der einzige
Ausnahmeprimdivisor mit x(p)= oo sei mit poo bezeichnet. Es gilt dann

1) Vgl. z.B. Alexandroff-Hopf, loc. cit.
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f()(p)=f(a), also ist die Zuordnung p -*a von 9-p und / homSo-
morph, wie leicht zu zeigen ist. Wir k6nnen z so wRhlen, d der
ne p p wiM. A dier homomorphen Zuordnung yon k und
-p fol, d K ein Hausdoher Raum mit dem 1. A. ist,
und die Eigenschat (D) hat, weil K schon ein loscher um
ist. w.z.b.w.

Um d Trennunxiom im allgemeinen zu wein, ien p, q
zwei gegene Primdiren und z i so gewhlt, d z(p) z(q) ist.
Dn rd p* P(p) q* P(q) auf , wo =k(z) ist. Whlen
wir nach tz 2 disjunk Umgebungen H*(p*) und H*(q*) auf ,
nd nh lftz 1 die gewfichn Umgebungen von p und q auf

Ua(’(p’)) und UKa(*(q*)).
Um zu wein, da K 1. A.A. eHfillt, fn wir K als

Umbunmum a" micen wir mit (P0, z, u) die mtheit
aller Punk p mit z(p)e u(z{P0)), z(P0) , wo u eine Umgebg h

k eut, ist (P0, z, u) eine offene Menge yon Knh tz 2d
Hitz 1. Wenn wir uns a Umgebunmum mit dem Umge-

bunysm {U(p, z, u)} (z(p))denken, ist die Kon-

zif in mit f. 1 idengh, wie leicht zu mhen ist; um
Mlohe Aquivalenz zu tigen, genfi zu mien, d in
m Fall d 1. A.A. hL D fol aus (2), wenn r als ab-
zhl ele Umgebungen um p die Durchnit endlich eler
(p, z,, u) whlen, wo z gena wie im Hitz 3 gewghlt sind
und u die abzghlbar ele Umgebungen um z(p) in k sind, die
mit allen Umgebungen um z(p) quivalent sind. Alto ist mit zu-
gleich wiemn, d K von f. 1 das 1. A. & eHfillk Damit ist
Satz 1 vollndig erlig

Im folgenden tzen wir Axiom 3 vora. A1Mann #lt
Hilfatz $. Es sei K eine endl separab Eeitemng v .

Wn dm abgcem Mge auf g t, SO t auch *=PKa()
d gcem Mge auf

Aus diem Hilftz, den wir in Nr. 3 weimn werden, er#bt
sich der Satz 3" weis, d die Eigenhaft (D)ha Nh dem

memann-R  chen Satz kSnnen r x whlen, d K/9(9=))
pl ist und x nur Pole ersr Ordnung und insmndere den g
nen Pfimdivir p als Pol hat. Es i K’]9 der kleins K ent-
hlnde loihe KSrr, dann mrfllt p* =Pga(P) in K’ roll. Alto
ist nun genug zu zeigen, dam, wenn K’]a loih ist und p* aus
a in K’ vollzeHllt, eine genfigend kleine Umgebung von p
durch die Projektion der Umgebung *=Pg’a() yon p* hom-
morph zugrdnet ist, weil die Eigenhaft (D) im Falle vom -hlht 0 sicherlich shk Nach Hilftzen 1 und 4 ist hierffir nur
die Eineindeutigkeit der Zuordnung pp* der Projektion in zu
fordem Angenommen, d d nicht glte, alto wenins zwei

Primdivimren p, p (a ist ein nicht identiher Aumorphismus aus
der Galoisp @ yon K’]9) enthiel, wo die abzhlbar vielen
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Umebunen bedeuCe, die mi allen Umebunen von auf , qui-
valen sind. Ar es b mindesns ein nich idenisches lemen a

aus , die unendlich of als a vorkomm Aus ,eH wrde
folgen" p p, p p, was mit p p, p p p widepcht,
w. z. b. w.

Analog kSnnen wir aus der larit von k folgern, d re-
lfi ist.

weis des Satzes 4. Zunfict zeigen wir, ds k nicht z.h. ist,
wenn nicht z. K is Wir kSnnen so wfihlen, ds K/9 ( k(x))
pl ist und nur einen Pol hat. Es i K’/9 eine Kenthalnde
galoihe Erweirung, deren Galoisp mit ={r} zeichnet
weM Nach der Vorautzung ist nicht z.K, also ist=+D,

D=0, 0, D 0, woi , ide often sind, und p sei in
enthaln. Falls ’= HU,(), ’=U,()i, dann ist ,=
’+D’, ’ D’=0, woi , D often, ’i=’, D’i=D’ und ’U,p), alto ’ 0. Daraus fol =*+D*, * *=0, * 0,
D* 0, wo *, D* often sind, wenn r *=P,(’), *=P,(D’)
tzen. Da k mit -p homSomorph ist, ist al k nicht z. K Nun
sei k nicht z.h. Dann ist k gar nulldimensional. Daraus erbt sich
analogerwei mit Hie des tzes 3, d auch nulldimeional ist,.
w. z. b. w.

Die Stze 5, 6 lasn sich unter Zuhilfsnahme des Satzes 3 und
des Hilftzes 4 hnlicherwei erligen.

3. Zum Schluss wein wir Hilftz 4. Wir kSnnen o. B. d. A
annehmen, d K/9 loih ist. Denn andemfalls i K’ K und

K’/ galoih. Dann rd *=PK, (U,))abgeschlon. Wenn
K/9 loih ist, ist genug zu zeigen, d aus p auf

U *ffir pnd gewhl Teilfolge {ri} aus {i} (p aus (p), aus

U()) p P0 fol Denn ffir PHmdivimn P7 aus * gehSren

unendlich viele Pmdiviren aus {p} zu H, wenn a ein pndes

Element aus der Galoisp von K[9 eut. Wegen der Ab-
ghlonheit yon und p p gehS p zu , und al p zu t*,
womit die Abgehlonheit yon * gezei ist. Es i al K=9(z)=
k(z, y,z), dean Galoisp ={} (a=l), und (K:9)=m. Wir
zeigen zunct, d p sich whlen lasn, ds ffir abzhlbar viele
Elemen {z} a K, K, K z(p) e k geln. Dazu
i die zu z gehSrige iuzible Gleichung in f(z, y, z)=O, desn
Gd in z gleich s i. Dann wird

woi p ein Primdir aus (p it. Nach Aom 3 lt z(p)
z(Po) fr giet gewhl Teilfo]ge () as (p as p (=

m), da f((p), y(p), z(Po)) 0 ( ). Wenn wit
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statt f(x(p), y(), t)
setzen, kSnnen wir in gleicher Weise) die Teilfolge {mi} aus {hi} so
wihlen, dass die Konvergenzen z.(p’) --)) (j= 1, ..., m) bestehen, wo

) im ganzen mit z.(p) (j=l, ..., m) identisch sind. Nach dem Dia-
gonalverfahren gelten dutch die nochmalige Auswahl (r} aus (m}, die.geeignete Auswahl pi aus UK(O) und die Umordnung der Oberindizes
j yon ) die Konvergenzen z(p:)-) (j=l, .., m.; n= 1, 2, ...), wo

auch ) im ganzen mit z(p) identisch sind.
Nun erledigen wir zwei spezielle Fille, daraus folgt ersichtlich der

Beweis des allgemeinen Falls. 1) Alle p (j=l, ..., m) sind yon ein-

ander verschieden. Es sei nun t ein Primelement fiir Pound t(p)=l
(j 4:1). Dann kSnnen wir u so wihlen, dass K=k(x, t% ..., t’, u),
u eKe. und u(p0)=u(p) (3"=1, ..., m). Wir nehmen im Hilfssatz 3
statt y)), ..., y, t", ..., t, u, und statt oben gebrauchte {z}, wie im
Hilfssatz 3, x, y’) (s 1, ..., m+ 1; n 0, 1, ...). Es sei t(p) --, 0. Es
bleibt dann noch iibrig zu zeigen, dass x(P)--x(po)=aek und
)y (p) -. y(p) )e k. Fiir n=0 gilt es natiirlich. Angenommen,

h-1
dass dies schon fiir n <2 h gelten. Es sei nun z.B. t" Yo ]/t +Ya" ta,
/ e k. Da/a-=ya-(Po) ist, gehSrt ya= (ya_,-atlaS-t- zu K., weil in K.
aus y(Po}=0 yt-le K. folgt. Da ya(p) 1-of=Ya(P) (a :k= a, a)

-1 h-1 -1
und ya(p ) --*] fl=Ya(P0" ), konvergiert ya(p) --* fl ya(Po) w.z.b.w.

2) Alle p0 (3"= 1, ..., m) sind einander gleich. Da z(p) z(po)=
ist, erhalten wir den Beweis ohne weiteres.


