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19. qur un problme concernant les transformations
des polydres en surfaces sph&riques.

Par Ryoi SAKATA.
L’Institut Mathmatique, L’Universit Impriale d’Osak&

(Comm. by T. TAKA(I, M.I.A., March 13, 1939.)

Dans son travail Sur les transformations des polydres acycliques
en surfaces sphdriques,1) M. K. Borsuk a pos le problme suivant"

Le polydre qui n’admet de tra.sformation essentielle en aucune
surface sphdrique est-il acyclique en toutes les dimensions .)

Le but de cette note est de dmontrer que la rponse au problme
de M. K. Borsuk est affirmative.)

Soit d’abord P un polyS:<lre de dimension n (avec dcomposi-
tion simpliciale fixe K’). La thse est videmment vraie pour
n=O; dans le cas off n= 1, elle rsulte du thorme, d’apr lequel un
polySlre de dimension arbitraire peut tre transform essentiellement
sur S et ne peut l’tre que si son premier nombre de Betti est non
nul.

Dsignons maintenant par K l’ensemble de tous les simplexes de
K de dimensions r. On dira qu’une transformation de K en S
est normale, si elle possde une extension Kr+l. On trouve, .en vertu
du thorme de M. H. Hopf, que P est acyclique en dimension r lors-
que chaque transformation normale de K en S est inessentielle. On
volt aussitSt que dans le cas off r=n P est acyclique en dimension n,
car chaque transformation est alors normale. D’une faon plus gnrale,
on n’a qu’ tenir compte du fait que, P dtant un polydre de dimension
n, dont les groupes de Betti de dimensions r/l disparaissent, toute

transformation normale de K en S admet un prolongement continu
sur P tout entier. Dans le cas off r=n-1, c’est une consequence
immOliate du rsultat bien connu de M. H. Hopf, d’aprs lequel route
transformation normale de K"- en S- se laisse tendre sur P tout
entier. Or, chaque transformation ainsi obtenue est par hypothe in-
essentielle. I1 en rsulte que P est acyclique en toutes les dimensions,
ce qui achve la dmonstration.

1) Fund. Math. 28 (1937), 203-210.
2) Un polydre P est dit acyclique en dimension r, lorsque chaque cycle r-

dimensionnel de P (aux coefficients arbitraires) est homologue 0 dans P.
3) On constate sans peine que la thse reste aussi vraie pour les espaces mtri-

ques compacts.
4) Voir ce sujet H. Hopf, Eine Charakter/sierung der Bettischen Gruppen von

Polyedern durch stetige Abbildungen, Comp. Math. (1938), 347-353.
5) Ce rsultat t tabli rcement par M. A. Komatu.



70 R. SAKATA. [Vol. 15,

En vertu du thorme de M. K. Borsuk, ceci peut s’noncer aussi
de la faon suivante-

Thorme. P tan un polydre de dimension n, pour que chaque
ransformaion de P en un mrface sphriue soi inessentille, il faut
et il sut que les hombres de Betti p(K) ainsi que les groupes de
torsion T(K) disparaissent pour tout ’=0,1, ..., n.

I) Cf. K. Borsuk, h c., p. 203. En m’appuyant sur la thorie de la ’-homologie,
sous la forme que lui a donne M.L. Pontrjagin, j’ai r6ussi trouver une simple d-
monstration de ce thorme. Je la pr6sentrai avec le rsultat de M. A. Komatu ci-
dessus dans un autre travail.


