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50. Sur les Opérations Analytiques des Fonctions.

Par Motokiti KoNDO.
L’Institut Mathématique, ’Université Impériale de Hokkaido, Sapporo.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., July 12, 1939.)

Grace au développement récent de la théorie descriptive des ensem-
bles, nous avons su qu’il existe les diverses opérations des ensembles et
fonctions dans I’'analyse mathématique, et qu’elles joueront dans le futur
le réle important dans la théorie descriptive des ensembles. De la re-
cherche des ensembles projectifs, je suis venu a celle des opérations
analytiques des fonctions, et j’ai obtenu quelques résultats sur ces
opérations, c’est ce que j’écrirai dans la suite.

1. Les définitions. Nous poserons d’abord la définition des opéra-
tions analytiques des fonctions.

Définition. Soient R un espace métrique et aD(F,.(ac)) une opéra-
tion des fonctions qui résulte d’une suite {F,(x)} (n=1,2,...) des fonc-
tions réelles de R une fonction réelle de B. Quand la valeur ¢(F,,(x); xo)

a chaque point x, de R de la fonction obtenue par celle-ld est deter-
minée seulement par les valeurs F,(x) (n=1,2,...) au point x, des

founctions F,(x) (n=1, 2, ...), nous dirons que @(F,.(m)) est une opéra-
tion analytique définie sur R. L
Par exemple, les opérations des fonctions liglo F,(x), im Fyu(z), b. s.
n n->oo n

F(x), b.i. F,(x), i;lFu(x), F;I_IF,,(:)(:) sont toutes analytiques.

L’opération analytique w(F,,(x)) est 4 chaque point z; de R une
opération des nombres qui résulte de la suite {Fyh(x)} (n=1,2,...) des
nombres un nombre réel @(F,,(w);xo) et donc nous pouvons définir une
opération @,(y,) des nombres de sorte qu’on ait

O(Ful®); %) = Oy (Fulao)) -

Pour la simplicité, nous désignons dans la suite par ¢(F,,(xo)) la valeur
¢(F,.(x);xo), quand il n’y a pas de confusion possible. Nous avons
alors pour tout point x de I’éspace R toutjours ¢(Fn(a:))=¢,(F,.(x)).
L’opération (Dm(F,.(a:)) est appelée Vopération locale au point x de
¢(F,,(a;)). D’aprés la définition, une opération analytique des fonctions
est determinée complétement par ses opérations locales et quand les
opérations @.(y,) des nombres qui correspondent au point z de R sont
données, il existe précisement une opération analytiques des fonctions
dont Popération locale au point x est @,(,).

Nous pouvons ici distinguer les deux cas, 'un est que Popération

locale @.(y,) & un point x ne dépend pas du choix du point z, c’est-a-
dire, nous avons toujours @,(¢,)=@,,(y.) pour les deux points distincts
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x; et 2, de R et lautre est ce qui n’est pas le premier cas. Nous
dirons dans le premier cas que w(Fn(x)) est homogene et désignons par

?(y,) son opérotion locale.

Remarque. L’idée des opérations analytiques des fonctions vient
de celle-ci de M. M. L. Kantorovitch et E. Livenson” sur les opérations
analytiques des ensembles. Cependant, les opérations analytiques des
fonctions correspondent a leurs opérations quasi-analytiques des ensembles
et celles homogenes correspondent & leurs opérations analytiques.

2. La structure des opérations des nombres. Les opérations analy-
tiques des fonctions sont déterminées complétement par ses opérations
locales et les opérations locales sont les opérations des nombres, et
donc pour voir la structure des opérations analytiques des fonections, il
suffit de voir celle d’'une opération ?(y,) des nombres qui résulte d’'une
suite {y,} (n=1,2,...) des nombres réels un nombre réel. Or, parmi
les opérations des nombres, les opérations arithmétiques et celles topo-
logiques sont fondamentales, celles-ci sont définies comme il suit. Les
opérations arithmétiques sont les suivantes;

1°, atx; 2° axwz; 3, mtwy; 40, ;i—x2; 5%, mXay; 6°, mytus
ol a est un nombre constant. Les opérations topologiques @(y,) sont
celles qui remplissent les condition suivantes: 1°, quel que soit la

fonction continue X(f) croissante monotone et définie sur lintervalle
— 0 < t< + 0, nous avons toujours

1(2wn) =@ (X)) .

et 2°, @(y,) est définie sur toute suite {y,} (n=1,2,...) des nombres
réels.
Par exemple, les opérations des nombres lim y,, im ., b.s. Y.,
n>o0 oo n
b.1i. ¥, sont toutes topologiques.

Maintenant, nous considérerons la structure des opérations topo-
logiques des nombres. Pour cela, nous poserons d’abord la définition.

Définition. Soit @(y,) une opération des nombres définie sur toute
suite {yn.} (n=1,2,...) des nombres. Quand il existe un ensemble N
des nombres irrationnels (ny, ng, ..., n, -..) de sorte qu’on ait pour toute
suite {y.} (n=1,2,...) des nombres réels

(p(yn) =(m'}32-' ﬁ.)est{b.kl. '.'/nk} ’

?(y,) est appelée une opération de Hausdorff des nombres de la base NR.

Remarque. L’idée de ces opérations des nombres vient de celle des
opérations de Hausdorff des ensembles.

Nous avons alors le

Théoreme 1. Pour qu'une opération des nombres soit topologique,
il faut et il suffit qu'elle soit celle de Hausdorff.

Démonstration. D’aprés la définition, les opérations de Hausdorff

1) L. Kantorovitch and E. Livenson, Memoir on the analytical operations and
pojective sets, (I), Fund. Math., t. 18 (1932) p. 214-279; (II), ibid,, t. 20 (1933) p. 54-97.
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des nombres sont topologiques. Puis, nous considérons une opération
topologique @(y,) des nombres. Nous désignons par R I’ensemble de
tous les nombres irrationnels (7, 7y -..) qu’il existe une suite {¥}
(n=1,2,...) des nombres réels et un nombre réel r tels qu'on ait
yﬁ‘;>'r (k=1,2,...), ¥® < r (nXn) et 2(¥Y)>r. Nous pouvons voir

sans peine que l'ensemble N n’est pas vide. Maintenant, nous définirons
une opération ¥(y,) des nombres comme il suit; étant donnée une suite
{yn} (n=1,2,...) des nombres réels, quand il n’existe aucun nombre
réel r tel qu'on ait Yn), > T Yo =7 (R 1), (11 -..) €N, nous posons

¥(y,)=— o, et sinon, nous posons
P(Yn)=b.s. {n, >, 9 <70 m), (m,my ) N}

Nous avons alors @(y,)=¥(y,) pour toute suite des nombres. Or,
quand R contient un nombre irrationnel (n,n,, ...), N contient aussi
tout nombre irrationnel (my, ms, -.-) tel que l’ensemble des -chiffres
mi(k=1,2,...) contient tous les chiffres n,(k=1,2,...) et par suite,
Popération ¥(y,) des nombres peut étre écrite sous la forme suivante

W(yn)=b.rs. {Yn,>7 (k=1,2,...), (mmg, ...)eN}.

‘Par conséquent, 'operation Z(y,)=%?(y,) est de Hausdorff.
C.Q.F.D.

En vertu des définitions des opérations arithmétiques et des opéra-
tions topologiques, nous avons le théoréme sur la structure des opéra-
tions des nombres.

Théoreme 2. Quelle que soit Uopération D(y,) des mombres réels,
il existe une opération @*(y,) des nombres réels qui remplit les condi-
tions suivantes: 1°, Uopération @*(y,) est definie sur toute suite des
nombres réels ; 2°, nous avons toujours P (Y,)=9*(y,) sur toute suite
des mombres réels sur laquelle Vopération @(y,) est définie; 3°, Uopéra-
tion @(y,) est obtenue en appliquant itérativement les opérations arith-
métiques et les opérations topologiques sur les nombres ¥y, (n=1,2, ...).

Démonstration. Etant donnée une opération @(y,.) des nombres,
nous définirons lopération @*(y,) des nombres comme il suit. 1°
@*(Ya)=?(y,) pour toute suite {y.} (n=1,2,...) des nombres réels sur
laquelle Popération @(y,) est définie; 2°, @*(y,)=0 pour toute autre
suite {¥,} (n=1,2,...) des nombres réels. L’opération @*(y,) est alors
une fonction définie sur ’ensemble R de toutes les suites {y.} (n=1,
2, ...) des nombres réels. Or, toute fonction définie sur Pensemble R
est obtenue en appliquant itérativement les opérations arithmétiques et
les opérations topologiques sur les fonctions charactéristiques des sous-
ensembles de I'ensemble R, et celles-ci sont aussi obtenues en applliquant
itérativement les deux sortes de ces opérations sur les nombres réels
Yo m=1,2,...). Par conséquent, ?*(y,) en-soi jouit de la méme pro-
priété, C.Q. F.D.

3. La structure des opérations analytiques des fonctions. Nous
posons d’abord quelques définitions sur les opérations analytiques des
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fonctions. Nous entendrons par les opérations arithmétiques des fonc-
tions definies sur un espace R les opérations analytiques suivantes ;

1°, A@)+F(x); 2° A)xF(z); 3°, Fy(x)+Fyx);
4, Filx)—Fyx); 5°, Fi(x)x Fyx); 6°, Fi(x)+Fyx),

ou A(x) désigne une fonction fixée et définie sur R. De méme, nous
entendrons par les opérations topologiques des fonctions définies sur R
les opérations analytiques dont toutes les opérations locales sont topo-
logiques. Nous pouvons alors voir d’aprés le théoréme 2 le

Théoreme 8. Soient B un espace métrique et ¢(F,,(m)) une opéra-

tion analytique des fonctions définies sur R telle que ses opérations
locales sotent définies sur toutes les suites des nombres réels. L’opération

aZ(Fn(ac)) est obtenue alors en appliquant itérativement les opérations

arithmétiques et les opérations topologiques sur les fonctions F,(x)
(n=1,2,..).

4. La représentation des opérations analytiques des fonctions.
Etant donné un espace métrique J compact et indénombrable, nous
considérons la famille [/] de tous les sous-ensembles fermés de celui-1a.
Nous définirons la distance entre deux ensembles de la famille [J] comme
il suit, quand les deux ensembles E et F' de la famille [J] sont non-vides
en méme temps, nous posons d’aprés la définition de M. F. Hausdorff

dis (B, F)= b. s. {dis (v, F)+dis(E,y)},
zeE, yeF

et sinon, nous posons die (&, F)=1 ou 0 suivant qu'on a £ F ou
E=F. La famille [J] est alors aussi un espace métrique compact.
Puis, étant donné un espace métrique R, nous prenons une fonction 6
définie sur ’espace produit B x[J]. Pour un sous-ensemble fermé E
de Vespace produit R x.J, nous désignons par E®, ou x est un point R,
P’ensemble de tous les points de E dont les projections sur R sont pré-
cisement le point . L’ensemble E® est alors fermé dans I’ensemble
(x) x J, et donc nous pouvons cotrespondre 4 x un nombre réel 6(E®),
d’oli nous avons une fonction définie sur l'espace B. Nous appelons E
un crible fermé des fonctions, € la base de crible, et la fonction ainsi
obtenue celle criblée par rapport au crible fermé E de la base 6 et
nous désignons cette fonction par une des suivantes;

I'6,R,J;E), I'6,R;E), I'6;E).

Enfin, nous désignons par I'(6, R) la famille de toutes les fonctions
criblées I'(6, E) obtenues lorsque E parcourt tous les sous-ensembles
fermés de V’espace R xJ.

Soit ¢(F,.(x)) une opération analytique des fonctions définie sur
Tespace R de sorte que toutes ses opérations locales sont définies sur
toutes suites des nombres réels. En désignant par S(R) (et J(R))
la famille de toutes les fonctions continues supérieurement (et inférieure-
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ment) sur R, nous désignons par ¢(@(R)) (et a)(S(R))) la famille de

toutes les fonctions c’(F,,(m)) obtenues lorsque F,(x) (n=1,2,...) par-
courent toutes les fonctions de la famille S(R) (et &}(R)).

Nous avons alors un théoréme sur la représentation des opérations
analytiques des fonctions.

Théoréeme 4. Soient R un espace métrique, J un espace métrique
compact indénombrable et (D(F,,(w)) une opération analytique des fonc-

tions définie sur R telle que toutes ses opérations locales sont définies
sur- toutes swites des nombres réels. Il exists une base @ d’'un crible fermé
définie sur Uespace R x[J] telle qwon ait

r©, R=0(8(®) (o o(3(®)).

Inversement, étant dommnée une base 6 d’un crible fermé des fonc-
tions définie sur Uespace Rx[J], il existe une opération analytique
O(Falw)) des fonations telle qw'on ait I'6, B)=0(&(R)) (o 2(3(R)).

5. Les opérations analytiques des ensembles. Enfin, nous ajouterons
les quelques remarques sur les opérations analytiques des ensembles.”

En faisant correspondre la définition des opérations analytiques des fonc-
tions, nous modifirons celle des opérations analytiques des ensembles.

Soient B un espace métrique et ¢(F,.(x)) une opération analytique des

fonctions définie sur R telle qu’elle prend seulement les deux nombres
réels 0 et 1 comme ses valeurs. Etant donnée une suite {E,} (n=1,
2, ...) des sous-ensembles de R, nous considérons les fonctions carac-

téristiques xEn(x) des ensembles E,. Quand P'opération ¢(F,.(x)) est de-
finie sur la suite {xEn(x)} n=1,2, ...) des fonctions, la fonction
w(xE n(x)) est alors celle caractéristique d’un sous-ensemble de R et donc

nous avons une opération des ensembles qui résulte d’une suite {E}
(n=1,2,...) des sous-ensembles de R un sous-ensemble de R dont la

fonction caractéristique est précisement (D(xE”(x)). Nous appelons celle-
ci une opération analytique des ensembles. En particulier, quand I'opé-
ration (P(F,,(w)) est homogene (ou topologique), nous dirons que 1’opéra-
tion analytique ainsi obtenue des ensembles est aussi homogéne (ou
topologique). Nous avons alors, d’aprés le théoréme 3, un théoréme sur
la structure des opérations analytiques des ensembles. Pour cela, nous
posons d’abord une définition. Nous entendrons par l'opération com-
plémentaire sur R une opération analytique des ensembles qui résulte
d’un sous-ensemble de R son complémentaire,

1) L. Kantorovitch et E. Livenson, loc. cit.,, M. Kondd, Sur les opérations analy-
tiques dans la théorie des ensembles et quelques problémes qui s’y rattachent, I. Jour.
of the Fac. of Sc. Hokkaido Imp. Univ., Ser. I, t. 7 (1938) p. 1-34.



198 M. KoNDO. [Vol. 165,

Nous avons alors

Théoreme 5. Soient R un espace métrique, et @(E,) une opération
analytique des ensembles définie sur toute suite des sous-ensembles de R.
L’opération @(E,) est obtenue en appliquant itérativement l'opération
complementaire et les opérations topologiques des ensembles sur les en-
sembles E, (n=1,2,...).
6. La représentation des opérations analytiques des ensembles.
Etant donné un espace métrique J compact et indénombrable, nous prenons
un sous-ensemble N de I’espace produit R x[J]. Pour un sous-ensemble
fermé E de l’espace Rx.J, nous pouvons définir un sous-ensemble de
tous les points x de R tel quon ait E®eN. Nous appelons E un
crible fermé des ensembles, N la base de celui-l3, et I'ensemble ainsi
obtenu celui criblé par rapport au crible fermé E' de la base R, et nous
désignons cet ensemble par une des suivantes;

rOGR,J;E), T\, R;E) ou ' E).

Nous désignons encore I'(R, R) la famille de. tous les ensembles
criblés I'(MN; E) obtenus en parcourant E tous les sous-ensembles fermés
de RxJ.

Soit @(E,) une opération analytique des ensembles définie sur toute
suite des sous-ensembles de R. En désignant par F(R) (ou (Sj(R)) la
famille de tous les sous-ensembles fermés (ou ouverts) de R, nous dé-
signons par ¢(%(R)) (ou ¢((&(R))) la famille de tous les ensembles
o(E,) obtenus en parcourant E, (n=1,2,...) tous les ensembles de la
famille F(R) (ou G(R)).

Nous avons alors d’aprés le théoréme 4 le

Théoréme 6. Soient R un espace métrique, J un espace métrique

compact indénombrable, et @(E,) une opération analytique des en-
sembles définie sur toute suilte des sous-ensembles de R. Il existe une

base R d'un_crible fermé définie sur Rx[J] telle qu'on ait @((R))
(ou o(6(R))=r'%, ).

Inversement, étant donnée une base N d'un crible fermé des en-
sembles définie sur Rx[J], il existe une opération analytique @(E,)

des ensembles telle quon ait IR, B)=0(F(R)) (ou 0(B(B)).

7. Une relation entre les opérations analytiques des ensembles et
celles des fonctions. Etant donné un ensemble M des nombres réels,

nous désignons par Ens (w(@(R)) eM) (ou Ens (¢(3(R)) eM)) la
famille de tous les sous-ensembles Ens (F(a:) eM ) obtenus lorsque F'(x)

parcourt toutes les fonctions de la famille @(@(R)) (ou ¢($(R))>.

Nous avons alors d’aprés les théorémes 4 et 6 une relation entre les
opérations analytiques des ensembles et fonctions, c’est-a-dire
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Théoréme 7. Soient R un espace métrique, (D(F,.(x)) une opéra-

tion analytique des fonctions définie sur R dont toutes les opération
locales sont définies sur toutes suite des nombres réels, e¢ M un ensem-
ble des mombres réels. Il existe unme opération anolytique O(E,) des

ensembles telle quon ait Ens (0(S(R))eM ) (ou Bns(0(I(R) <))
=0(3(R) (ou 2(6(B))).



