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50. Sur les Operations Analytiques eles Fonctions.

Par Motokiti KOND0.
L’Institut Mathmatique, l’Universit ImlHale de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by M. FUJIWAR, M.I._, July 12, 1939.)

Grace au dveloppement rcent de la thorie descriptive des ensem-
bles, nous avons su qu’il existe les diverses operations des ensembles et
fonctions dans l’analyse mathmatique, et qu’elles joueront dans le futur
le r)le important dans la thorie descriptive des ensemble De la re-
cherche des ensembles projectifs, je suis venu celle des olrations
analytiques des fonctions, et j’ai obtenu quelques rsultats sur ces
operations, c’est ce que j’crirai dans la suite.

1. Les dfinitions. Nous poserons d’abord la dfinition des olra-
tions analytiques des fonctiona

D$finiion. Soient R un espace mtrique et ((r,(x)) une opera-
tion des fonctions qui rsulte d’une suite (F,(x)} (n= 1, 2, ...) des fonc-

tions relles de R une fonction relle de R. Quand la valeur > (F.(x); x0)
chaque point x0 de R de la fonction obtenue par celle-l est deter-

mince seulement par les valeurs F,,(o) (n l, 2, ...)au point x0 des
founctions F,(x} (n=l, 2, ...), nous dirons que )(F,()) est une opera-
tion analytique dfinie sur R.

Par exemple, les operations des fonctions lira F,(x), lira F,(x), b.s.

F,,(x), b.i. F,,(x), ] F,,(x), II F,,(x) sont toutes analytiques.

L’olration analytique ((F()) est chaque point x0 de R une

operation des hombres qui rsulte de la suite {F(x0)} (n=l, 2, ...) des

nombres un nombre rel (P(F(x);x0) et donc nous pouvons dfinir une

olration ((y) des hombres de sorte qu’on ait

Pour |a simplicitY, nous dsignons dans la suite par (F.(x)) la valeur

(F(x); xo), quand il n’y a pas de confusion possible. Nous avons

pour tout point x de l’espace R toutjours (F,,(x))=(F,(x)).alors
L’opration (F,,(x)) est appele l’opration locale au point x de

(F,,(x)). D’aprs la dfinition, une operation analytique des fonctions

est determine compltement par ses operations locales et quand les
operations (P(y) des nombres qui correspondent au point x de R sont
donnes, il existe prcisement une operation analytiques des fonctions
dont l’opration locale au point x est (P(y).

Nous pouvons ici distinguer les deux cas, l’un est que l’opration
locale (P(y) un point x ne dpend pas du choix du point x, c’est--
dire, nous avons toujours ($,(y)=(P..(y,) pour les deux points distincts
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z et x2 de R et l’autre est ce qui n’est pas le premier ca Nous
dirons dans le premier cas que (F(x)) est homogne et dsignons par

)(y) son oprotion locale,
Remarque. L’idge des operations analytiques, des fonctions vient

de celle-ci de M. M. L. Kantorovitch et E. Livenson) sur les olrations
analytiques des ensembles. Cependant, les operations analytiques des
fonctions correspondent t leurs operations quasi-analytiques des ensembles
et celles homognes correspondent leurs operations aualytique

2. La structure des operations des hombres. Les operations analy-
tiques des fonctions sont dtermines compltement par ses operations
locales et les operations locales sont les operations des hombres, et
donc pour voir la structure des operations analytiques des fonctions, il
suffit de voir celle d’une operation (y) des hombres qui rsulte d’une
suite (y} (n=l, 2, ...) des hombres rels un hombre rel. Or, parmi
les operations des hombres, les operations arithm(tiques et celles topo-
logiques sont fondamentales, celles-ci sont d4finies comme il suit. Les
operations arithmtiques sont les suivantes

1, a/x; 2 axx; 3 x/2; 4 x-x2; 5 xxx2; 6 +/-z.,

oO a est un hombre constant. Les operations topologiques (y) sont
celles qui remplissent les condition suivantes" 1, quel que soit la
fonction continue Z(t) croissante monotone et dfinie sur l’intervalle

oo t + o, nous avons toujours

et 2, ((y) est dfinie sur toute suite {y} (n=l, 2, ...) des hombres
rels.

Par exemple, les operations des hombres lira y, lim y, b. s. y,

b.i. y sont toutes topologiques.

Maintenant, nous considreron la structure des operations topo-
logiques des nombres. Pour cela, nous poserons d’abord la d4finition.

Dfinition. Soit ((y) une operation des hombres dfinie sur toute
suite {y} (n=1,2, ...)des hombres. Quand il existe un ensemble
des hombres irrationnels (n, n2, ..., n, ...) de sorte qu’on air pour route
suite {y} (n=l, 2, ...) des hombres rels

(P(y.) b.s. {b. i. y},
(n, n2 ) k

(P(y) est appele une olration de Hausdorff des hombres de la base .
Remarque. L’idbe de ces operations des hombres vient de celle des

olrations de Hausdorff des ensembles.
Nous avons alors le
Thorme 1. Pour qu’une operation des nombres soit topologique,

il faut et il su2t q’elle soit celle de Hausdorff.
Dmonstration. D’aprs la dfinition, les operations de Hausdorff

1) L. Kantorovitch and E. Livens)n, Memoir on the analytical operations and
pojective sets, (I), Fund. Math., t. 18 (1932)p. 214-279; (II), ibid., t. 20 (1933) p. 54-97.
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des nombres sont topologiques. Puis, nous considrons une operation
topologique (#(y) des nombre Nous dsignons par 9 l’ensemble de
tous les nombres irrationnels (, ...) qu’il existe une suite
(-1, 2, ...) des nombres rels et un nombre rel r tels qu’on ait
.(0) (0)((y) :> r.y :> r (k 1, 2, .), y$) r (n n) et Nous pouvons voir

sans peine que l’ensemble 9 n’est pas vide. Maintenant, nous dfinirons
une operation r(y) des hombres comme il suit; tant donne une suite
{y} (n=1,2, ...)des hombres rdels, quand il n’existe aucun hombre
rdel r tel qt’on ait y :> r, y r (n = ha), (nl ns, ...) e 9, nous posons

(y)=-oo, et sinon, nous posons

(y.)= b. s. {y. :> r, y. _<_ r (n v n), (n, n, ...) e }.

Nous avons alors )(y,)=(y,) pour toute suite des nombres. Or,
quand contient un nombre irrationnel (n, n2, ...), 9 contient aussi
tout nombre irrationnel (m, m, ...) tel que l’ensemble des chiffres
m(k=l, 2, ...) contient tous les chiffres n(k=l, 2, ...) et par suite,
l’opration Z(y} des nombres peut tre crite sous la forme suivante

g(y) b. s. {y. > r (k= 1, 2, ...), (n,n, ...) e !)l}.

Par consequent, l’operation Z(y)=(p(y) est de Hausdorff.
C. Q. F. D.

En vertu des dfinitions des operations arithmtiques et des opera-
tions topologiques, nous avons le thdvrme sur la structure des op4ra-
tions des nombre

Thorme 2. Que//e que soit l’opdration (y) des nombres rels,
il existe une opratim *(y,) des hombres rdels qui remplit les condi-
tions suivantes 1, l’opdration *(y) est definie sur toute suite des
hombres rdels; 2, nous avons touiours (y,)=*(y) sur toute suite
des hombres rdels sur laquelle l’opdration (y) est ddfinie ; 3, l’opdra-
tion (y) est obtenue en appliquant itrativement les opdrations arith-
mtiquas et les opdrations topologiques sur les hombres y (n--1, 2, ...).

Dmonstration. Etant donne une operation ((y) des hombres,
nous dfinirons l’opration (P*(y)des hombres comme il suit. 1
*(y)=(y,) pour route suite (y.} (n=1,2, ...) des hombres rels sur
laquelle l’opration ((y) est dfinie; 2, *(y)=O pour toute autre
suite {y.} (n=l, 2, ...) des hombres rels. L’opration ($*(y)est alors
une fonction dfinie sur l’ensemble 9t de toutes les suites {y} (n=l,
2, ...) des hombres rels. Or, toute fonction dfinie sur l’ensemble !
est obtenue en appliquant itrativement les operations arithmtiques et
les operations topologiques sur les fonctions charactristiques des sous-
ensembles de l’ensemble 9t, et celles-ci sont aussi obtenues en applliquant
itrativement les deux sortes de ces operations sur les hombres rels
y (n=l, 2, ...). Par consluent, (P*(y) en-soi jouit de la mme pro-
prith. C.Q. F .D.

3. La structure des opdrations analytiques des fonctions. Nous
posons d’abord quelques dfinitions sur les olrations analytiques des
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onetion Nous entendrons par ]es DiCtations arithmtiques des fon-
tions definies sur un espace R les oIrations analytiques suivantes

1, A(x)+F(x) 2, A(x) x F(x) 3, FI() --F2()
4, Y1(z)-F2(z); 5, Y,(z)xF,(z) 6, Fi(z)/Y2(z),

of, A(z) d4signe une fonction fixe et dfinie Bur R. De mme, nous
entendrons par les olrations topologiques des fonctions dfinies sur R
]es operations ana|ytiques dont routes les olrations locales sont topo-
logiques, ious pouvons alors voir d’aprs le thorme 2 le

Thorme 3. SoietR espc m4trique et (F.(z)) une op6ra-

tion analytique des fonctions dfinies sur R tdle que ses operations
locales soient d4finies sur routes les suites des hombres rdds. L’opdration

.(F(x)) est obtenue alors en appliquant itdrativement les op4rations

arithmdtiques et les op4rations topologiques sur l fonctions F(x)
(n=l, 2, ...).

4. La reprdsentation des opdrations analytiques des fonctions.
]tant donn6 un espace m6trique J compact et ind6nombrable, nous
eonsidrons la famille [J] de tousles sous-ensembles ferms de celui-liL
Nous dfinirons la distance entre deux ensembles de la famille [J] comme
il suit, quand les deux ensembles E et F de la famille [JJ sont non-vides
en mme temps, nous posons d’aprs la dfinition de M.F. Hausdorff

dis (E, F)= b. {dis (x, F)+dis (E, y)},
xeE, yeF

et sinon, nous posons die (E, F)= 1 ou 0 suivant qu’on a E :V F ou
E=F. La famille [J] est alors aussi un espace mtrique compact.
Puis, tant donn un espace mtrique R, nous prenons une fonction 8
dfinie sur l’espace produit R x[J]. Pour un sous-ensemble ferm E
de l’espace produit R x J, nous dsignons par E(), off x est un point R,
l’ensemble de tous les points de E dont les projections sur R sont pr-
cisement le point x. L’ensemble E() est alors ferm dans l’ensemble
(x) x J, et done nous pouvons correspondre t x un nombre rel O(E()),
d’ofi nous avons une fonction dfinie sur l’espace R. Nous appelons E
un crible ferm des fonctions, 8 la base de crible, et la fonction ainsi
obtenue celle crible par rapport au crible ferm E de la base 0 et
nous dsignons cette fonction par une des suivantes

F(O, R, J; E), F(8, R;E), F(O;E).

Enfin, nous dsignons par F(O, R) la famille de toutes les fonctions
criblbes F(O,E)obtenues lorsque E parcourt tous les sous-ensembles
_ferm4s de l’espace R J.

(F.(x)) une operation analytique des fonctions dfinie surSoit

l’espace R de sorte que toutes ses olrations locales sont dfinies sur

toutes suites des nombres rels. En dsignant par (R)(et (R))
la famille de toutes les fonctions continues suprieurement (et inferieure-
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sur R, nous dsignons par ((R)) (et ((R}))ment) la famille de

toutes les fonctions (F,,(x)) obtenues lorsque F,(x) (n=l, 2, ...) par-

courent routes les fonctions de la famille (R) (et (R)).
Nous avons alors un thorme sur la repntation des operations

analytiques des fonctions.
Thorme 4. Soient Run espace mtrique, J un espace mdtrique

compact inddnombrable et (a(F(x)) une opdration analytique des fonc-
tions ddfinie sur R telle que routes ses opdrations locales sont ddfinies
sur. routes suites des nombres rdels. II exists une base O d’un crible fermd
ddfinie sur l’espace R x [J] te//e qu’on air

Inversement, dtant donnde une base O d’un crible fermd des fonc-
tions ddfinie sur l’espace R x [J], il existe une opdration analytique

(F,(x)) des fonctions telle qu’on ait F(O, R)=((R)) (,ou
5. Les opdrations analytiques des ensembles. Enfin, nous a:]outerons

les quelques remarques sur les operations analytiques des ensembles.D
En faisant correspondre la dfinition des operations analytiques des fonc-
tions, nous modifirons celle des operations analytiques des ensembles.
Soient Run espace mtrique et q(F(x)) une olration analytique des
fonctions dfinie sur R telle qu’elle prend seulement les deux hombres
rels 0 et l-comme ses valeurs, ltant donne une suite (E.} (n=l,
2, ...)des sous-ensembles de R, nous considrons les fonctions carac-
tristiques IE(X) des ensembles E. Quand l’opration (F(x)) est de-
fini sur la suite {;E.(X)} (n=1,2, ...) des fonctions, la fonction

(Z(x)) est alors celle caractristique d’un sous-ensembie de R et donc
nous avons une operation des ensembles qui rsulte d’une suite
(n=l, 2, ...) des sous-ensembles de R un sous-ensemble de R dont la
fonction caractristique est prcisement (E,(X)). Nous appelons celle-
ci une operation analytique des ensembles. En particulier, quand l’op-
ration (F,(x)) est homogne (ou topologique), nous dirons que l’opra-

tion analytique ainsi obtenue des ensembles est aussi homogne (ou
topologique). Nous avons alors, d’apr le thorme 3, un thorme sur
la structure des operations analytiques des ensemble Pour cela, nous
posons d’abord une dfinition. Nous entendrons par l’opration com-
pl4mentaire sur Rune operation analytique des ensembles qui rsulte
d’un sous-ensemble de R son complmentaire.

1) L. Kantorovitch et E. Livenson, loc. cir., M. Kondb, Sur les operations analy-
tiques dans la thorie des ensembles et quelques problmes qui s’y rattachent, I. Jour.
of the Fac. of Sc. Hokkaido Imp. Univ., Ser. I, t. 7 (1938) p. 1-34.
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NOUS avons a]ors

Thorme 5. Soien Run espace mrique, e (E) u ran
alyt emb fini r i s-emb R.
L’oprati (E) n aluan$ itrativent l’orati
cpmire et ratig er l -sel E (n=, 2, ...).

6. La rent rati alyt e.
ntdonn un espace mqueJcompt et indnombrable, no pmnons
un usnmble de l’pace prt R x [J]. Po un usnmble
ferm E de l’pace R x J, nous uvons d4finir un -enmble de
tous l poin de R l qu’on ait E(’e. Nous aplo E un
cble fem des enmbl, la b de celui-l, et l’enmble ainsi
obnu celui cribl par raprt au cble ferm E de la ba , et nous
dions cet emble par e d suivan;

F(, R, J; E), r(, R;E) ou F(;E).

Nous ddsignons encore F(9, R) la famille de. tous les ensembles
cribls F(91;E) obtenus en parcourant E tous les sous-ensembles ferms
de RxJ.

Soit 0(E) une operation analytique des ensembles dfinie sur toute

suite des sous-ensembles de R. En ddsignant par (R) (ou ((R)) la

famille de tousles sous-ensembles ferms (ou ouverts) de R, nous d-

signons par O((R)) (ou 0(((R))) la famille de tous les ensembles

0(E) obtenus en parcourant E (n=l, 2, ...) tous les ensembles de la

famille (R) (ou ((R)).
Nous avons alors d’aprs le thorme 4 le
Thorme 6. Soien$ R un espace mOrique, J un espace mOrique

compac$ indOnombrable, et O(E=) une opraion analy$ique des en-
s.embles dfinie sur toute suite des sous-ensembles de R. I1 existe une

base d’un crible fermd d2finie sur R x [J] telle qu’on ait 0((R))

Inversement, tant donne une base d’un crible ferm$ des en-
sembles d2finie sur R x [J], // exte une operation analytique (E)

7. Une relation entre les operations analytiques des ensembles et
cel des fonctions, ltant donn un ensemble M des hombres rels,

nous dsignons par Ens(C((R))eM)(ou Ens(C((R))eM))la
famille de tous les sous-ensembles Ens (F(z)e M) obtenus lorsque F()

pareourt toutes les fonetions de la famille O((R))(ou O((R))).
Nous avons alors d’apr les thormes 4 et 6 une relation entre les
olrations analytiques des ensembles et fonctions, c’est--dire
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