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Von Yfisaku KOMATU.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Jan. 13, 1941.)

Aufgabe der vorliegenden Arbeit ist es, eine Eigenschaft der
stetigen Funktion (0, die im Lwnerschen Satze fiber die beschrinkten
Schlitzabbildungens auftritt, abzuleiten. Wit bezeichnen mit B, wie
vorher, einen beschrRnkten Schlitzbereich, d.h. einen Bereich, welcher
dadurch hervorgeht, dai man den Einheitskreis lings eines yon der
Peripherie ausgehenden Jordanbogens L aufschneidet, der den Nullpunkt
nicht enthilt. Dann lautet der LSwnersche Satz:

Zu jeder schlichten normierten Abbildung

w’f(z)=e-t(z+ ...) to 0

yon einem Schlitzbereiche B mit einem Schlitze L der w-Ebene auf
den Einheitskreis der z-Ebene lassen sich eine einparametrige (mit
reellem Parameter) Funktionenschar f(z, t) und eine stetige Funktion
(t) mit I(t) = 1(0 t

_
to) so bestimmen, daft die Funktion f(z) als

das Integral f(z, to) der Differentialgleichung

f(z,_t) -_ --f(z, t) 1 +(t)f(z, t) f(z, O)= z (I z I< 1)
t l -(Of(z, 0

gewonnen werden kann.
Die Funktion

w=f(z, t) e-’(z +...)

vermittelt auch die schlichte Abbildung vom beschrinkten Schlitzbereiche
B mit dem Schlitze L. in der w-Ebene auf den Einheitskreis zl<: 1
und der auf der Peripherie liegende Endpunkt von L ist gerade
e-. Nehmen wir nun an, daft der Schlitz L=Lo eine analytische
Kurve sei, dann ist der Schlitz L(0 <2 <2 to) auch analytisch under
miindet bekanntlich, wie aber auch unten gezeigt werden soll, in die
Peripherie w! = 1 orthogonal ein. Die Krimmung yon L im Ein-
miindungspunkte () sei (t). Es gilt dann der

Sa$z Es sei der Schlitz L eine analytische Kurve. Dann ist die
Funktion O(t) = arg (t) differenzierbar und es gilt

dO(t) 3e(t) (0 < t < to).
dt

1) sie schliett sich an meine Mitteilung an ber einen Satz von Herrn LSwner,
Proc. 16 (1940), 512-514.

2) K. LSwner, Untersuchungen fiber schlichte konforme Abbildungen des Einheits-
kreises. I, Math. Ann. 89 (1923), 103-121. Vgl. hierzu auch die Mitteilung der Full-
note 1).
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Um sptere Uberlegungen nicht unterbrechen zu miissen, seien
jetzt vorbereitende Betrachtungen aufgestellt. Es sei r :> t. Die dutch
die Gleichungen

w=Cw , t), w =f(z, :), w,=Az, t)

definierte Funktion P vermittelt die beschrinkte Schlitzabbildung yon

dem lngs des Anfangsstiicks yon L aufgeschnittenen Einheitskreise
der w-Ebene auf den Einheitskreis der wt-Ebene2 Der innere Endpunkt
dieses Anfangsstiicks yon L ist

(t, )= ((t) , t)

und dabei gilt, in der Grenze r-- t, o(t, t)=(t).
Die Kriimmung p(r) yon L im Punkte (r) ist bekanntlich durch

p(r)=lim 2u(r)o(t, r)
: I1--u()o(t, r)[.

gegeben, wobei das Vorzeichen yon p(r) als positiv bzw. negativ zu
nehmen ist, je nachdem die Punkte o(t, r) des Anfangsstiicks yon L:
der Bedingung

arg o(t, r) 2> arg (r) bzw. arg o(t, r) <:: arg (r)

geniigen. Dann besteht die obige Limesrelation gleichm4fiig fiir das
Intervall 0 << t, <: r <:: to(t 0 beliebig) nmlich einem beliebig vor-
gegebenen 2> 0 litt sich ein =() so zuordnen, dat

2(r)(t, r)

in 0 < t r <: to bleibt, wenn nur 0 <: r-t <:: 3 ist.
Um dies zu zeigen, bilden wir mittels der Transformation

die Umgebung von o(r, to) auf die Umgebung des Koordinatenursprungs
der G-Ebene ab. Dabei geht die doppelt zu denkende analytische Kurve,
die auf L yon (t0) bis o(r, to) zweimal liuft, in eine einfache analy-
tische Kurve Z fiber, die den Punkt ’=0 geht. Durch passende Wahl
der Konstanten a kann man die positive Imaginirachse der ’:-Ebene
so legen, dat das sich an den Punkt o(r, to) anschlieiende Reststiick
yon L in ein diese Achse beriihrendes, also in ein zu Z orthogonales
Kurvenstliick iibergeht. Dann wird die Umgebung des Punktes (),
die in bezug auf die Einheitskreisperipherie [w I=1 im Innern liegt,
durch die Funktion.=V(o 0, r)-(, to)

3) Vgl. Futnote 1).
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konform auf die einseitige Umgebung des Punktes
begrenzt ist und worin der Anfangsteil der positiven Imaginirachse

:> 0 liegt, abgebildet. Durch Fortsetzung der analytischen Funktion
fiber die analytische Kurve Z hinaus kfnnen wir die vollstindige Um-
gebung des Punktes w=(r) auf die vollsffindige Umgebung des Punktes
=0 abbilden. Dann gehfrt zu einem Linienelemente, das orthogonal
zu Z ist, ein Element, das orthogonal zur Peripherie w I=1 ist.
Hieraus sieht man sofort ein, dai der Schlitz L tatsichlich in
orthogonal einmiindet.

Durch diese analytische Fortsetzung erhilt man nun also die Ab-
bildungsfunktion

w ()+/(} E, c(), , mit c(r) ::> 0,

die in der Umgebung yon =0 analytisch regulir und schlicht bleibt.
Die Umkehrfunktion

=(w:)=a:/(w to, )-(, ,o)=: r(:)(w:-())
ist regular und schlicht in einem Kreise w:-(r) l< a:(a > 0). Hier
sei a: die obere Grenze der Radien der Kreise um (), in denen die
betreffende Funktion (w) regular und schlicht bleibt.

Wit sollen zunchst weisen, daft die Konvergenzradien a(> 0)
dieser Potenzreihen um die Punkte () fiber eine feste positive Schranke
a* liegen bleiben. Ffir diesen Zweck genfigt es offenbar zu zeigen, daft
der Konvergenzradius r(r) der Funktion () um einen beliebigen Punkt
o([o<1) eine stetige Funktion yon ist, weil die Funktion u(r)
stetig ist und bekanntlich die Beziehung

Ir()-: I()-0

besteht. (Man nehme 0 genfigend nahe an (r).)
Angenommen, dies wre nicht der Fall: es g dann eine Folge

(r} so, da

r(r) r’ r(ro) ffir r ro

gelten wfirde. Sei etwa r’< r(ro). Die Potenzreihenentwicklung yon

g:o(w) bzw. (w) um den Punkt o seien

o(O)=oA,(-o) bzw. ()=_A’(,o o)

Da die Funktionenfolge :() ffir n gleichmgig (im weiteren
Sinne) in [ 1 gegen o() konvergiert, so gilt

A(2 --)A (n -* ).

4) Eine inhliche Oberlegung flndet sich bereits bei J. Basilewitsch, Zum Kceffizi-
entenpromblem der schlichten Funktionen, Rec. math. 1 (43), 1936, 211-228.
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Aus der Annahme erhRlt man nun ffir ein beliebig vorgegebenes > 0

lim A( i-- 1 1
r(---->7;- n >= 0()

(Fiir den Fall r’=O ersetze man im folgenden stets den Ausdruck _1

durch eine beliebige positive Zahl, die grSfier als r(l0)_ ist). Durch

passende Auwahl der Teilfolge {,} aus (,} folgt somit

1

Da der Konvergenzradius yon o(O)um w0 gleich r(r0) ist, so gilt
natiirlich

1
-= r(’o)

Aus diesen Beziehungen wiirde nun folglich fiir r r(e)

1

und somit auch

gelten. Weil nach der Annahme <r(ro) wre und e(:>0) beliebig
klein sein diirfte, so widerspricht dies der Tatsache
Auf Grund dieses Widerspruches ist die Annahme r’<: r(ro) als un-
mSglich erkannt. In ganz /hnlicher Weise kann man auch zeigen, dab
aus der Annahme r’:> r(ro) ein Widerspruch hergeleitet wird. Folglich
muB r(r) tats/ichlich eine stetige Funktion von r sein. Somit ist die
GrSfie 3*, wie vorher bemerkt worden ist, auch eine stetige Funktion.

Wegen der Stetigkeit yon 3* und von u(r) sieht man leicht ein,
daI auch der Schlichtheitsradius 3( 0) eine stetige Funktion von rist.
Hieraus ergibt sich schlieBlich, dat die GrSfien 3 fiber eine feste posi-
tive Schranke 3 bleiben, und somit auch fiir eine feste positive Zahl

r(:)I I’:(;(t)) > r > o

gilt. Nach dem Koebeschen Verzerrungssatze ist die Funktion

regul/ir schlicht im Kreise 1 ]<: r_3. Hieraus gilt gleichm/ilig fiir
4
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9:(:)=c(:):+ c,(:) +0(9
2

und wenn man, fiir den dem Punkte o(t, r) entsprechenden Punkt der
’-Ebene,

z(t.

setzt, so sicht man leicht nach elementaren Rechnungen, daft, gleichmitig
fiir y - O, zuMchst

(.)i+o(i)
4

und damit, c,(r)=a,(r)+ib,(r)(a,, b, reell) gesetzt,

R/2: ((t, )) a(r)y+ O(y)
2

+ o( i)

gelten; hierbei wird mit a(r) die Kriimmung yon L im Punkte w=
(r, to) bezeichnet. Daraus erhilt man schliefilich

2!)t.Q((t, )) a.(:__)__t.O(y)

andererseits gelten die Beziehungen

und

2()o(t, )

a.(:) R127(o)
c(-)-----= ’(o)

=()"

Weil mit r-t die GrSite (t, r) und damit auch die GrSite y gleichmttig
gegen Null strebt, so ist hiermit der Beweis der vorbereitenden Tatsache
fertig. Wir fiigen bier noch die Bemerkungen hinzu, daft erstens aus
der oben bewiesenen Gleichmitigkeit die Stetigkeit on p(r) folgt, und
zweitens auch die Beziehung

lim i-lo(t,)l =i
-: I1-,.(:).,(t. :)1

gleichmiiig besteht denn es gilt

und

i-I(t, )I = i-I i +i9({t, })[=c(}+,o()
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gs S. De Lwnersche Differentialgleichung liefer die
iden folenden Differentialgleichungen"

wl__]w] 1-1wl argw__ 2w
I-l’ I-"

Aus der ersten yon diesen Gleichungen finder man ffir t* t t

Hierbei ist zu beachten daft die LSwnersche Differenfialgleichung bekannt-
lich) ffir t0 r t auf den Anfangspunkt w (h, t) (t> t, (t, t) l< 1)
anwendbar ist. Dutch den Grenzfibergang t t geht diese Gleichung in
die folgende fir:

Dies gibt, nach den on geffihren Vorbereitungen,

worin die Gr6ge e mi t*-t gegen Null sreb.
Aus der wein yon den obigen DifferenialNeiehungen findeg man

jeg in hnlieher Weise

arg (t, t*) -arg (t) / d arg
Jarg (t)

__t, 2(r)(t, r)
]l-()(t, )

d

und also, unter Berficksichtigung der oben geffihrten Vorbereitungen,

arg (t, t*)-arg() (r)gr +e(t* t).

Nndererseigs, da fir t r leiehmgig

(r)(t, r) / ar (r)(t, r)
1-()(t, )I / (1-l(t, )I)

ar (r)(t, r) 1-(r)(t,

5) Vgl. Futnote 1).
6) Mit 1, , bezeichnen wir im folgenden stets die GrSBen, die mit t*-t gegen

Null streben,
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gilt, so lit sich die Kriimmung (r) auch in der Form

(r)= lira 2 arg (r)(,
-> (1--Io(,

schreiben, und deshalb ergibt sich daraus

arg(t*)(t, t*)=-p(t*) (1-1 (t, )} + )1)

und mithin gilt es ferner

arg eo(t, t*) --arg -(t*) + 2p(t*) (t* t) (1 -t-) -t- (t* t)

Setzt man nun diese Beziehung in. die friiher gewonnene ein, so finder
man

arg (t*)- arg (t) + 2fl(t) (t*-t) (1 q-)-t-e(t*-t)

= (r)dr + ,(t* t),

anders gesehrieben

O(t*)-O(t) -e(t*/(+t+,t,,1, t(r)dr+s,
t*-t -t

und wegen der 8tetigkdt ,con (r) sehliegt man hieraus dutch den
Greniibergang t*-t--,O in der

dO(t) =3fl(t),
dt

w. z. b. w.


