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14. ur la structure des ensembles.

Par Motokiti KONDb.
L’institut mathimatique, l’universit impriale . Sapporo.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Feb. 12. 1942.)

Mlle L. Keldych a rit dans C.R. Acad. So. U. R. S.S. ds 1938
quelques notes sur les ensembles mesurables (B). Rcemment, j’ai la
chance de les lire avec intresse et obtenu quelques rsultats lies avec
celles-ci. Ce sont ce que j’crirai dans cette note.

La recherche de Mlle L. Keldych est fonde sur la notion de
l’quivalence transfini, et les lments canoniques de la classe a sont donns
sur ce point de vue. D’aprs ses rsultats, deux lments canoniques
quelconques de la classe a sont homomorphes et pour qu’un lment
de la classe a soit canonique, il est ncessaire et suffisant qu’il soit sur
chaque portion de sa fermture un lment de la classe a universel de
premier categoric.

Dans sa dmonstration de ces propositions, la notion de l’quivalence
transfini a t toujours employee. Or, il me parait qu’on peut voir les
sans fairer appeler celle-ci et de plus pour le cas plus gnral. Pour
cela, nous posons d’abord le lemme suivant.

Lemme. Soit une famille des ensembles linaires telle qu’on air
(1) quand nous avons E, tout ensemble linaive homdomorphe

4 E appartient aussi ,
(2) quand nous avons E , route pattie commune de E et un

ensemble fermd appartient aussi a .
Si les deux ensembles U() (k= 1, 2) de jouissent des propritds

suivantes
(3) U() (k=l, 2) sont de premier catdgorie dans leur fermture

() pour un ensemble E de , il eiste dans chaque portion de la
fermdture U() un ensemble ferm F() tel que la pattie commune U
et F) soit homdomorphes E,

U() (k=l, 2) sont aussi homomorphe 4 l’un l’autre.
Ddmonstration. Puisque les ensembles U() (k= 1, 2) sont de pre-

mier categories dans leur fermture, il existe deux suites des ensembles

ferms (P()) (k= 1, 2 n= 1, 2, ...) telles qu’on air U()=_ P(,)U() et
que P() soit non dense dans la fermture U(). Nous pouvons supposer
ici sans perdre la gnralit que P()(n=1,2, ...) soient parfaits et
disjoints deux t deux.

Maintenant, nous dfinirons par l’induction une correspondance (x)
entre les points de U() et U() d’une manire suivantes. Soient
(re, n--1, 2, ...) les hombres positifs tels qu’on air lim sup ,-0. Comme
nous avons P()E(), il existe un ensemble ferm Qi) tel que QI)E

I) L. Keldych, Sur la structure des ensembles mesurables (B), C.R. Acad. Sc.
U. R. S. S., 31 (1941).
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est homomorphe PE et nous dfinirons () sur PE par une
homomorphisme qui transforme PED en Q2E2>. Puis, en dsignant
par r2> 2 2 (n=l 2, ) les intervalles contigus Q2, nous1, Ll, n 1, nJ

prenons les bornes sup6rieure et inf6rieure de ()sur .-e,
o5 e est un hombre positif-arbitraire. Ces deux hombres sont alors
monotones par rapport e et done ils convergent quand e tend vers le
nullnous d6signons par s et " respeetivement ees deuxbl, o1, l, nl

limites. Or, Q+P est ferm6 et par suite il existe un ensemble
ferm6 Q tel que P(Q> et que QE soit hom6omorphe
(Q+P)E. Nous pouvons ici choisir une hom6omorphisme () qui
transforme QECD en (Q+P)E de manire que

(1) (x) est une prolongation sur QtECD de (x) d6finie sur PE,
(2) p- *.rP) (n 1, 2, ...) sont contenus dans les inrvalles

,-,, . We.] respectivement.
Nous dfinirons () sur QE par l’homomorphisme ainsi obtenue

(x), c’est--dire, nous posons (x)=() sur QE.
Alors, nous dsions par 2,r ,"P, 2.m] (n=l, 2, ...) les inter-

valles contigus Q et prenons les hombres supdeure et infdeure de
[ m W], off est un nombre positif arbitraire. Ces

deux hombres sont alors monotones par rapport et donc ils con-
vergent lorsque tend vers le nullnous dsignons par o2, n v2, n

9 ces deux hombres limites respectivemenk Or, QWP est02, , I
ferm6 e done nous pouvons d6finir un ensemble ferm6 2 1 que
P2+12_2 e que Q2 soi hom6omorphe A x+2 Nous don-
herons iei une hom6omorphisme #’() qui transforme (+u
Q2E2 de manY,re que

(I) ’() est une prolongation sur (PWQ)E de () dfinie
sur QED,

(2) .,.,rm (n=l, 2, .) sont contenus dans les intervalles.-., . .] respeetivement.
Nous d6finirons () sur (P+Qt)E par l’hom6omorphisme ainsi

obtenue ’(x), e’est--dire, nous posons (x)=’(x) sur (P+Qt)E.
Nous supposons maintenant que les ensembles Q (k 1, 2; j 1, 2, ...,

n- 1) (Q"=0) soient d6finie d6j et que nous avons (P+)
(=1,2, ...,n-l) et qu’une hom6omorphisme () qui transforme
(P+Q)ECD en QE et E en (P+Q)E soit d6j d6finie.
En d6signant par _.r =r__., _.] (re=l, 2, ...) les intervalles
eontigus Q, nous eonsid6rons les hombres sup6rieure et inf6rieure
de (x) sur ._.-e, _.+], o est un hombre positif arbi-
traire. Ces deux nombres convergent, quand r tend vers le nullnous
d6signons par - et _.’> (s. _.’) respeetivement leurs
hombres limites. Or, 2) Q)_+ est ferm6 et par suite il exis un
enmble ferm6 Q) tel que P2+QIQ et que Q2)E( soit

(2) XE(2) Nous pouvons ici d6terminer unehomfomorphe A (P+-1
hommorphisme #(’-X)(x)qui transforme )() en (P+)
de la faon suivante"

>ECD de () d6finie sur(1) -1 est une prolongation sur
n-ll



No. 2.] Sur la structure des ensembles. 59

(2) -- (I.,,E2P)_) (m= 1, 2, ...) sont contenus dans les
intervalles rs2 + ] resctivement.L -1, n-1, b-l.

Maintenant, nous dfinissons (x) sur Q(>E par l’homomorphisme
ainsi obtenue ("->(). De mme, en dfinissant l’ensemble Q>, nous
pouvons prolonger sur (p>+(Dw(>, l’homomorphisme (z) dfinie

(1)m(1) est transform en(1)(1) de manire que (P>+ ,sur n n

Ainsi, une correspondance (x) entre E1 et E est dfinie par
l’induction. 0r, nous pouvons voir qu’elle est une homomorphisme,
d’o E1 et E2 sont homomorphes l’un l’autre. C.Q.F.D.

Nous avons alors
Thorme 1. Quand (E) est une op$raion analyique e r-

gulire des eembles, tous les ensembles de premier cat$gorie par
rappor leur ferm$ure qui son sur chaque portion de leur fermure
universel de la famille (R), o R est le domain fondaental, c’est-
-dire, l’eemble de tout les hombres irrationnels,il eiste prgcisgment
te eembles da (R) e$ nous les appello les lments caniques
de (R)son hom$omorphes deux deux.

Remarque. Nous donnerons ici la dfinition ur ces terminologies
employees dans ce thorme. Nous dirons qu’une operation analytique
(E) est rgulire, quand, quelque soit la dcomposition de R en les

ensembles G" R (n= 1, 2, ...), c’est--dire, R=R et RR=0

(m n), E e (R) entrainent E e (R), et qu’un ensemble U est

universel de la famille sur chaque portion de sa fermture , quand
quelques soient l’ensemble E de et la portion I de , il exis un
ensemble ferm F tel que F Iet que la partie commune FU est
homomorphe E.

La dmonstration de ce thorme est dduit directement de ce
lemme. En effet, comme (E) est rgulire, (R)est topologique
et la partie commune d’un ensemble de (R) et un ensemble ferm
appartient aussi (R), et done (R) remplit les conditions (1)et
(2) de ce lemme, d’o tous les lments canoniques de (R) sont
homomorphes deux deux. Pour voir l’existence des lments
canoniques de (R), nous donnerons ici un exemple de tel ensemble.
En prenant les enmbles parfaits et non denses P (n= 1, 2, ...) dans
R de manire que P sont disjoints deux deux, que le diamtre

1) L. Kantorovitch et E. Livenson, Memoir on the analytical operations and pro-
jective sets I, Fund. Math., 18 (1932) et II, Fund. Math., 20 (1933), M. KondS, Sur les
operations analytiques dans la th4orie des ensembles et quelques problmes qui s’y
rattachent I, Jour. Fac. Sc. Hokkaido Imp. Univ., ser. I, 7 (1938) et II, ibid. 10 (1941).

2) (R) dsigne la famille des tout les ensembles (En) obtenus quand la suite
(En} (z--l, 2 parcourt toute celle des ensembles ferms de R.

3) La notion de la rdgularit des opdrations analytiques des ensembles a t in-
troduit par moi . la conference qui a eu lieu Sendai le novembre 1941, de la socit
physico-mathdmatique du Japon et elle est trs intressant dans la thorie des opera-
tions analytiques des ensembles.

4) Nous dirons qu’une operation analytique (En) des ensembles est topologique,
quand quelque soit l’espace mtrique complet R, (R) est toujour topologique. Voir
ma note loc. cir.
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(P) de P converge vers le null quand n croit indfiniment et que

:] P est partout dense dans R, nous dfinirons les ensembles U
(n= 1, 2, ...) homomorphes un ensemble universel de (R) dans P
respectivement. La somme , U est alors un lment canonique de
(R) et appartient (R). C.Q.F.D.

Comme on sait, il y ales plusieurs exemples des operations ana-
lytiques et rgulires des ensembles, par exemple les operations ana-
lytiques qui donnent les familles des lments (ou ensembles accessibles
infrieurement>) de la classe a (a 1) des ensembles mesurables (B),
des ensembles analytiques, des complmentaires analyliques, des en-
sembles projectifs de la classe n (n 1) etc. sont toutes rgulires.
Donc, il existe dans ces familles toujours les lments canoniques. En
particulier

Corollaire 1. Dans la famille des ensembles analytiques, les l$ments
canoniques sont ceux homdomorphes la produit directe de l’ensemble de
Lebesgue e$ l’ensemble de $ous les nombres rationnels.

Corollaire . Dans la famille de tous les lmens (ou ensembles
accessible infrieurement) de la classe a (a 1) des ensembles mesurables
(B), il y a les lments canoniques.

C’est un rsultat obtenu par Mile L. Keldych2. Or, nous pouvons
voir un thorme obtenue par elle

Thdorme . Chaque lment de la classe a (a 1) des ensembles
zesurables (B) est la somme d’un ldment canonique E de la famille
des lments de la classe a e$ d’une infinit dnombrable au plus d’-
ensembles de classe infrieure a n’ayan$ pas de points commun avec

directement au point de vue de notre place. En effet, soit E un lement
de la classe a des ensembles mesurables (B). Supposons d’abord que E
soit de premier catgorie dans sa fermture. Nous pouvons alors choisir
les ensembles parfaits P (m, n= 1, 2, ...) de la faon que P__E et

que chaque point de condensation de E est celui de , P. Comme E
est de premier catgorie dans sa fermture, il y ales ensembles ferms

non denses F (n=l, 2, ...) tels que E=, EFt. Or, en prenant dans

chaque ensemble P un ensemble U homomorphe un ensemble
universel de la famille des lments de |a classe a, nous considrons

Nous avons alors que (E-_,P)F,+ U sont les lments
/--1 k-1

canonique et que P-U (m, n= 1, 2, ...) sont la somme d’une infinit.
dnombrable d’ensembles des classes <: a. Puisque la somme S est aussi
un lment canonique, le thorme 2 a lieu pour ce cas.

1) N. Lusin, Lemon sur les ensembles analytiques et leurs applications, Paris, 1930.
2) Mlle L. Keldych loc. cit.
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Pus nous eonsdrons |e eas o E est de partou% deuxeme
dns sa fermture. Nous prenons dns E un ensemble F" F de
catgore per rapport %e| que cheque point de E sot un point de
condensation de F. Comme E jouit de la proprit de Baire, il existe
dans E-F un ensemble G’G tel que E-(F+G) soit de premier
categoric par rapport t E. Nous avons alors

E= (F+ G)+ {E-(F+ G)}

et donc d’aprs le resultat obtenu pr.cdent ce thorme a aussi lieu
pour ce cas, d’ofi on volt sans peine que il est vrai pour le cas plus
gnral. C.Q.F.D.

D’aprs ce thorme, nous savons que chaque ensemble de la classe
a est la somme d’une infinit dnombrable des lments canoniques de
la famille des lments de la classe a et les ensembles des classes
Or, nous pouvons voir le

Th4orOme 3. Soit U un ensemble qui est universel pour les 4ldments
de la classe a et qui est de deuxiOme categoric dans sa fermture. Tous
ensembles mesurables (B) de la classe a peuvent 4tre reprdsentd comme
une somme d’une infinitd ddnombrable au plus d’ensembles homdomorphes
U et une infinit ddnombrable au plus de points sans points communs

deux deux.
D$monstration. Soit E un ensemble mesurable (B) de la classe

I1 suffit alors de considrer le cas off E est condens en soi. Nous
prenons dans E les ensembles parfaits P. (m, n= 1, 2, ...) de la faqon
que

(1) P., (m, n= 1, 2, ...) sont disjoints deux deux et le diamtre

de p.<: 1____,
m+n

(2) . P. (m= 1, 2, ...) sont partout denses dans E.
Nous consid4rons d’abord le cas o E est de premier cat4gorie dans sa
fermture. I1 existe alors les ensembles ferms F (n 1, 2, ...) non denses
dans la ferm4ture E tels qu’on ait E-I,P= (E-]P)F,.

n=l -I

Etant donn (E- P)F, nous choisirons les nombres naturels

) (k 1, 2, ...) de manire que ]Pa, ,-) est partout dense dans E.
Quand nous dsignons par U,-,() un ensemble hom4omorphe "A U et

-() est un 14ment canonique etcontenu dans Pa,,), la somme ] Ua,
donc (E-,,P)F,,+ U, ,-) est aussi canonique, d’ofi cet en-

-1 k-1 k-1

semble est homomorphe U, .) Or, ] (P, ) Ua, ) est un
k-1 k=1

ensemble accessible infrieurement de la classe a et par suite il existe les
16ments F,,,, (n=l, 2, ...)de la classe <:a tels qu’on air F,,,F,,(,=O
pour n, 4 n ou n n et ’F, ] (Pa, ( U, () Puis, en pre-

n.-1 k-1

1) Mile L. Keldych, loc. cit.
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nant les nombres naturels

est partout dense dans E, nous considrons les ensembl U,
homomorph U et contenu dans P, ) La somme U, ) est

k-1

alors un lment canonique et donc F,,,+ U, .,,,,() est aussi cano-
k-1

nique. (P, ) U,-) est un enmble accessible infrieurement

de la clae a et il existe les lments F,,,,, (ha=l, 2, ...) de la clas
a t4s que F.,..,F...=O pour nn, ou et

F,..= (P, ,..() U, J).,,. Nous pouvons donner les nombres
nl k-1

naturels J) (k= 1 2, ) et les ensembles U, () (k= 1, 2, )
comme il suit,

(1) P, r() est partout dense dans E,123
k-1

(2) Ua, ) est homomorphe123

Il est alors evident que F,,,,+ U, ,,,,,) est canonique de la classe a.
k-1

De mme, nous pouvons dfinir les nombres naturels ,,,..., (k,=
1 2, ..) les enmbles ,,,..., (j= 1,2, ...) qui

remplissent les conditions

() (P, (..., ,
(2) Pa, J..., est partout dense dans E,

k-1

(3) U, J..., est hommorphe

0r, nous pouvons choisir pour un nombre fix les nombres naturels
r(k),,,..., (k, j=l, 2,..) de la faon que

(4) ,,..., (n n=l, 2 ...) sont distincts deux de,

(5) quelque soit le nombre naturel p, il exis un nombre ,)

tel qu’on ait =p.
Nous avons alors

et donc E est une somme d’une infinit dnombrable au plus des en-
sembles homomorphes U et disjoints deux deux.

Quand E est de deuxime catgorie dans sa fermture, en prenant
les ensembles P,n,, (m, n= 1, 2, ...) dans E comme le cas prcent, nous

considrons E-: P.. Comme il jouit de la proprit de Baire, il
m-1 -1

existe un ensemble G" G tel que E-.,JP,,,,,-G soit de premier
m-In-1

catgorie sur la fermture . Or, G est homomorphe au domaine
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fondamental et donc d’aprs la supposition nous pouvons donner dans
G un ensemble U homomorphe t U et deuxime catgorie dans G.
Par suite, il existe une suite {U} (k--l, 2, ...) des ensembles telle
qu’on air

(1) G--, U est de premier catgorie dans ,
kl

(2) U (k=l, 2, ...) sont disjoints deux deux et homomorphes
U.

Nous avons

et E-J U()-, J P. est de premier catgorie dans la fermture
k=.l m-ln-1

J P.. Donc, d’aprs le rsultat precedent, E est dcompos en
m-1

d’une infinit dnombrable au plus des ensembles homomorphes U
et disjoints deux deux. C.Q.F.D.

De mme, nous avons le
Thgorme . Soit U un ensemble qui est universel pour les dldments

de la classe a qui est de premier catdgorie dans sa fermdture. Tous
les ensembles mesurables (B) de la classe a et de premier catdgorie dans
leur fermdture peuvent dtre reprdsentd comme une somme d’une infinitd
ddnombrable au plus d’ensembles homomorphes U et une infinitd
ddnombrable au plus de points sans points communs deux deux.

Ici, on peut poser le problme suivant.
Etant donnd un ensemble N contenu dans le domaine fondamental

et mesurable (B) de la classe a, peut-on veprdsenter tout ensemble
mesurable (B) de la classe a comme une somme d’une infinit$ ddnom-
brable au plus d’ensembles homdomorphes Net une infinitd ddnom-
brable au plus de points ?

Pour tre resolu affirmativement ce problme, il faut que N est
non accessible infrieurement de la classe a et de deuxime catgorie
dans sa fermture, mais je ne sais pas si ces conditions sont aussi suf-
fisantes D’aprs le thorme 3, quand N remplit de plus une condition
qu’il est universel pour les (lments de la classe a, ce problme est
resolu affirmativement.

En autre part, nous avons sur les ensembles analytiques les suivants.
ThdorOme 5. Pour tout ensemble E analytique et inddnombrable,

il existe une dldment canonique F des ensembles analytiques tel que la
diffdrence E-F soit un compldmentaire analytique.

ThdorOme 6. Chaque ensemble analytique et inddnombrable peut dtre
repr$sent$ comme une somme d’une infinit ddnombrable au plus d’en-
semble homdomorphes celui de Lebesgue, d’ensembles homdomorphes au
complementaire de celui de Lebesgue et une infinitd ddnombrable au
plus de points sans points communs deux 4 deux.

Remarque. Dans cette note j’ai employ souvent les proprits
suivantes sur les lments canoniques"
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(1) lorsque les ensembles E, (n=l, 2, ...) sont canoniques de

et disjoints les uns les autres, la somme E. est aussi canonique de
(P(R).

(2) lorsque E est un lment canonique de (R) et que F est un
ensemble de (R)et de premier catgorie dans la fermture , la
somme E+F est aussi canonique.

Mais, nous pouvons trouver les diverses applications de ces pro-
prits, par exemple, quelques thormes sur la representation para-
mtrique sont dmontrs simplement.


