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14. Sur la structure des ensembles.

Par Motokiti KoNDO.
L’institut mathématique, I'université impériale a Sapporo.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Feb. 12, 1942)

Mlle L. Keldych a écrit dans C.R. Acad. Se. U.R.S.S. deés 1938
quelques notes sur les ensembles mesurables (B). Récemment, j’ai la
chance de les lire avec intéresse et obtenu quelques résultats lies avee
celles-ci. Ce sont ce que jécrirai dans cette note.

La recherche de Mlle L. Keldych est fondée sur la notion de
P’équivalence transfini, et les éléments canoniques de la classe « sont donnés
sur ce point de vue. D’aprés ses résultats, deux éléments canoniques
quelconques de la classe a« sont homéomorphes et pour qu’un élément
de la classe « soit canonique, il est nécessaire et suffisant qu’il soit sur
chaque portion de sa ferméture un élément de la classe a universel de
premier catégorie.

Dans sa démonstration de ces propositions, la notion de I’équivalence
transfini a été toujours employée. Or, il me parait qu’on peut voir les
sans fairer appeler celle-ci et de plus pour le cas plus général. Pour
cela, nous posons d’abord le lemme suivant.

Lemme. Soit F une famille des ensembles linéaires telle qu’on ait

(1) quand nous avons E e, tout ensemble linéaire homéomorphe
a E appartient aussi & F,

(2) quand nous avons Ee, toute partie commune de E et un
ensemble fermé appartient aussi & F.

Si les deux ensembles U® (k=1,2) de § jouissent des propriétés
suivamntes

8) U (k=1,2) sont de premier catégorie dans leur ferméture
U(lc)’

(4) pour un ensemble E de F, il existe dans chaque portion de la
Sferméture U® un ensemble fermé F® tel que la partie commune U®
et F'® soit homéomorphes E,

U® (k=1,2) sont aussi homéomorphe & Uun Vautre.

Démonstration. Puisque les ensembles U® (k=1, 2) sont de pre-
mier catégories dans leur ferméture, il existe deux suites des ensembles

oo

fermés {P} (k=1,2; n=1,2,...) telles qu'on ait UP=3)PPUD et

n=1

que P soit non dense dans la ferméture U®. Nous pouvons supposer
ici sans perdre la généralité que P (n=1,2,...) soient parfaits et
disjoints deux & deux.

Maintenant, nous définirons par l'induction une correspondance ¢(x)
entre les points de U® et U® d’une maniére suivantes. Soient ey,

(m,m=1,2,...) les nombres positifs tels qu’on ait lim sup e,,=0. Comme
m> n

nous avons PPEP e, il existe un ensemble fermé QP tel que QPE®

1) I. Keldych, Sur la structure des ensembles mesurables (B), C.R. Acad. Sc.
U.R.S.8.,, 31 (1941).




58 M. KonDd. [Vol. 18,

est homéomorphe & PPE® et nous définirons ¢(x) sur PPEY par une
homéomorphisme qui transforme PPE® en QPE®, Puis, en désignant
par I{®=[a{®, b] (n=1,2,...) les intervalles contigus & Q{®, nous
prenons les bornes supérieure et inférieure de ¢(x) sur [a{¥, —e, b+ €],
oll ¢ est un nombre positif arbitraire. Ces deux nombres sont alors
monotones par rapport & e et done ils convergent quand e tend vers le
null—nous désignons par s, et t(, (s, < t?),) respectivement ces deux
limites. Or, Q®+ P est fermé et par suite il existe un ensemble
fermé QV tel que PP < QP et que QPEY soit homéomorphe &
(Q®+PP)E®, Nous pouvons ici choisir une homéomorphisme ¢(x) qui
transforme QPEY en (QP+ P®)E® de maniére que

(1) ¢(x) est une prolongation sur QS?E® de ¢(x) définie sur PPE®,

(2) ¢! (IBEPPP®) (n=1,2, ...) sont contenus dans les intervalles
[s$2, — €1, m» £+ €1,4] Tespectivement.

Nous définirons ¢(x) sur Q’E® par 'homéomorphisme ainsi obtenue
¢(x), c’est-a-dire, nous posons ¢(x)=¢(x) sur QPE®,

Alors, nous désignons par LY =[as), b] (n=1,2,...) les inter-
valles contigus 4 QP et prenons les nombres supérieure et inférieure de
o(x) sur [afh,—e, b, +¢l, oli e est un nombre positif arbitraire. Ces
deux nombres sont alors monotones par rapport i e et donec ils con-
vergent lorsque ¢ tend vers le null—nous désignons par si, et t),
(s, < t9) ces deux nombres limites respectivement. Or, Q¥+ Ps® est
fermé et donc nous pouvons définir un ensemble fermé QP tel que
PP+ QP < QP et que Q? soit homéomorphe & QP+ PP. Nous don-
nerons ici une homéomorphisme ¢'(x) qui transforme (Q¥+ PP)E® en
QPE® de maniére que

(1) ¢/(x) est une prolongation sur (PL+QME® de ¢(x) définie
sur QLE®,

©2) ¢ (EREYPP) (n=1,2,...) sont contenus dans les intervalles
(8, — €2, B+ €2, 2] TEspectivement.

Nous définirons ¢(x) sur (P5¥+ QP)E® par ’homéomorphisme ainsi
obtenue ¢/(x), c’est-a-dire, nous posons ¢(x)=¢'(x) sur (PsP+ QP)E®,

Nous supposons maintenant que les ensembles Q¥ (k=1,2;7=1,2,...,

m—1
n—1) (Q¥=0) soient définie déja et que nous avons _Z‘i(P,-"“’+ QP) QP
=

(m=1,2,...,n—1) et qu'une homéomorphisme ¢(x) qui transforme
(PL+QDE® en QPE® et QYPE® en (P2P+ QP)E® soit déja définie.
En désignant par I2y .=[a@1m 021m] (m=1,2,...) les intervalles
contigus & Q% nous considérons les nombres supérieure et inférieure
de ¢(x) sur [621 m—e 021 nte]l, ol ¢ est un nombre positif arbi-
traire. Ces deux nombres convergent, quand e tend vers le null—nous
désignons par s2; . et 125, (24 m t2; ) respectivement leurs
nombres limites. Or, P2;+Q®, est fermé et par suite il existe un
ensemble fermé QP tel que P2+ QL; S QY et que QPE® soit
homéomorphe 3 (P2,+Q2,)E®. Nous pouvons ici déterminer une
homéomorphisme ¢ P(x) qui transforme QPE® en (P2i+Q2)E?®
de la facon suivante:

(1) ¢ P est une prolongation sur QPEY de ¢(x) définie sur
(P2 +QR)E®,
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(2) ¢‘”‘”"1 (I2, nEPP®)) (m=1,2,...) sont contenus dans les
intervalles [S21, m— €n—1, m» ti21, m=+€n-1,m] respectivement.

Maintenant, nous définissons ¢(x) sur QPE Y par 'noméomorphisme
ainsi obtenue ¢ P(x). De méme, en définissant I'ensemble QP, nous
pouvons prolonger sur (PiP’+QP)E® I’homéomorphisme ¢(x) définie
sur QPE® de maniére que (PLP+QP)EY est transformé en QPE®,

Ainsi, une correspondance ¢(x) entre EV et E® est définie par
Pinduction. Or, nous pouvons voir qu’elle est une homéomorphisme,
dot E® et E® sont homéomorphes 'un 'autre. C.Q.F.D.

Nous avons alors

Théoreme 1. Quand P(E,) est une opération analytique® et ré-
guliere des ensembles, tous les ensembles de premier catégorie par
rapport o lewr ferméture qui sont sur chaque portion de leur ferméture
universel de la famille ®(R)?, o R est le domain fondamental, c’est-
a-dire, Uensemble de tout les nombres irrationnels,—il existe précisément
tels ensembles dans @(R) et nous les appellons les éléments canoniques
de O(R)—sont homéomorphes deux a deux.

Remarque. Nous donnerons ici la définition pour ces terminologies
employées dans ce théoreme. Nous dirons qu’une opération analytique
O(E,) est réguliere®, quand, quelque soit la décomposition de R en les

ensembles G;: R, (n=1,2,...), cest-a-dire, R =ian et R,R,=0
(m==mn), E,e®R,) entrainent %Ene(D(R), et qu’un ensemble U est

universel de la famille § sur chaque portion de sa ferméture U, quand

quelques soient I’ensemble E de I et la portion I de U, il existe un
ensemble fermé F' tel que F< I et que la partie commune FU est
homéomorphe & E.

La démonstration de ce théoréme est déduit directement de ce
lemme. En effet, comme @(Z,) est réguliere, @?(R) est topologique®
et la partie commune d’'un ensemble de @(R) et un ensemble fermé
appartient aussi & @(R), et donc @(R) remplit les conditions (1) et
(2) de ce lemme, d’ou tous les éléments canoniques de @(R) sont
homéomorphes deux & deux. Pour voir lexistence des éléments
canoniques de @(R), nous donnerons ici un exemple de tel ensemble.
En prenant les ensembles parfaits et non denses P, (n=1,2,...) dans
R de maniére que P, sont disjoints deux & deux, que le diametre

1) L. Kantorovitch et E. Livenson, Memoir on the analytical operations and pro-
jective sets I, Fund. Math., 18 (1932) et II, Fund. Math., 20 (1933), M. Kondd, Sur les
opérations analytiques dans la théorie des ensembles et quelques problémes qui s’y
rattachent I, Jour. Fac. Sc. Hokkaido Imp. Univ., ser. I, 7 (1938) et II, ibid. 10 (1941).

2) O(R) désigne la famille des tout les ensembles @(E,) obtenus quand la suite
{En} (n=1,2,..) parcourt toute celle des ensembles fermés de R.

3) La notion de la régularité des opérations analytiques des ensembles a été in-
troduit par moi 4 la conférence qui a eu lieu & Sendai le novembre 1941, de la société
physico-mathématique du Japon et elle est trés intéressant dans la théorie des opéra-
tions analytiques des ensembles.

4) Nous dirons qu’une opération analytique O(Ey) des ensembles est topologique,
quand quelque soit l'espace métrique complet R, O(R) est toujour topologique. Voir
ma note loc. cit.
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o(P,) de P, converge vers le null quand 7 croit indéfiniment et que
Z}an est partout dense dans R, nous définirons les ensembles U™
(n=1,2,...) homéomorphes & un ensemble universel de @(R) dans P,

respectivement. La somme >} U™ est alors un élément canonique de

n=1
@(R) et appartient & O(R). C.Q.F.D.

Comme on sait, il y a les plusieurs exemples des opérations ana-
lytiques et régulieres des ensembles, par exemple les opérations ana-
lytiques qui donnent les familles des éléments (ou ensembles accessibles
inférieurement®) de la classe « (« == 1) des ensembles mesurables (B),
des ensembles analytiques, des complémentaires analytiques, des en-
sembles projectifs de la classe » (n=1) ete. sont toutes régulieres.
Done, il existe dans ces familles toujours les éléments canoniques. En
particulier

Corollaire 1. Dans la famille des ensembles analytiques, les éléments
canoniques sont ceux homéomorphes & la produit directe de Uensemble de
Lebesgue et Uensemble de tous les nombres rationnels.

Corollaire 2. Dans la famille de tous les éléments (ou ensembles
accessible inférieurement) de la classe a (x = 1) des ensembles mesurables
(B), il y a les éléments canoniques.

C’est un résultat obtenu par Mlle L. Keldych®?. Or, nous pouvons
voir un théoréme obtenue par elle

Théoreme 2. Chaque élément de la classe a (a=1) des ensembles
mesurables (B) est la somme d’un élément canonique E, de la famille
des éléments de la classe a et d'une infinité dénombrable au plus d'-
ensembles de classe inférieure & a wWayant pas de points commun avec
E,.
directement au point de vue de notre place. En effet, soit £ un élement
de la classe « des ensembles mesurables (B). Supposons d’abord que E
soit de premier catégorie dans sa ferméture. Nous pouvons alors choisir
les ensembles parfaits P,. (m,n=1,2,...) de la facon que P,, < K et

que chaque point de condensation de E est celui de g}lP,,m. Comme FE
est de premier catégorie dans sa ferméture, il y a les ensembles fermés
non denses F, (n=1,2,...) tels que E=Z‘1EFW Or, en prenant dans

chaque ensemble P,, un ensemble U,, homéomorphe & un ensemble
universel de la famille des éléments de la classe «, nous considérons

S=3{E-3 3 P Fnt3 Unn)

Nous avons alors que (E—~§,l‘ gﬂk)Fm+§‘.l Unn sont les éléments
J=1k~ n=

canonique et que Pn,— Upy (m, n=1,2, ...) sont la somme d’une infinité
dénombrable d’ensembles des classes <<a. Puisque la somme S est aussi
un élément canonique, le théoréme 2 a lieu pour ce cas.

1) N. Lusin, Lecon sur les ensembles analytiques et leurs applications, Paris, 1930.
2) Mlle L. Keldych loc. cit.
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Puis nous considérons le cas ol E est de partout deuxieme catégorie
dans sa ferméture. Nous prenons dans E un ensemble F',: F' de premier
catégorie par rapport & E tel que chaque point de E soit un point de
condensation de F. Comme E jouit de la propriété de Baire, il existe
dans E—F un ensemble G;:G tel que E—(F+G) soit de premier
catégorie par rapport & E. Nous avons alors

E=(F+G)+{E—-(F+G)}

et donc d’apres le resultat obtenu précédent ce théoréme a aussi lieu
pour ce cas, d’oll on voit sans peine que il est vrai pour le cas plus
général. C.Q.F.D.

D’aprés ce théoréme, nous savons que chaque ensemble de la classe
a est la somme d’une infinité dénombrable des éléments canoniques de
la famille des éléments de la classe « et les ensembles des classes <<aP.
Or, nous pouvons voir le

Théoreme 3. Soit U un ensemble qui est universel pour les éléments
de la classe a et qui est de deuxieme catégorie dans sa ferméture. Tous
ensembles mesurables (B) de la classe a peuvent étre représenté comme
une somme d’une infinité dénombrable au plus d’ensembles homéomorphes
a U et une infinité dénombrable au plus de points sans points communs
deux a deux.

Démonstration. Soit E un ensemble mesurable (B) de la classe a.
I1 suffit alors de considérer le cas ol E est condensé en soi. Nous
prenons dans E les ensembles parfaits P, , (m,n=1,2,...) de la facon
que

1) P,. (mn=1,2,...) sont disjoints deux a deux et le diametre

1

de P, ,<< )
m+n

(2) ﬁiPm,n (m=1,2,...) sont partout denses dans E.

Nous considérons d’abord le cas ot £ est de premier catégorie dans sa
ferméture. Il existe alors les ensembles fermés F,, (n=1,2,...) non denses

dans la ferméture E tels qu'on ait E— i‘ i P;= §] (E -—i §} P,)F,.

Etant donné (E— Z }_‘_, P;,)F,, nous choisirons les nombres naturels
w0 (k=1,2,...) de mamére que ZPk, ¥® est partout dense dans E.
Quand nous désignons par U, vn,) un ensemble homéomorphe & U et
contenu dans Py, v, la somme Z} U, v est un élément canonique et
donc (E— EEP,,G)F,,&Z‘ Uk, uﬁ,’? est aussi canonique, d’od cet en-
semble est homeomorphe é kE_l U, v®. Or, gi (P, v — Uy, v2) est un

ensemble accessible inférieurement de la classe o et par suite il existe les
éléments F,,, (2=1,2,. )de la classe <a tels qu'on ait Fu,Fum=0

pour n, == n; ou M == n; et ZIF,W="EI(P,,, v — Uy, v). Puis, en pre-
ng= -

1) Mille L. Keldych, loc. cit.
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oo
nant les nombres naturels »%),, (k=1,2,...) de la facon que kZ_}IP,,, v,
est partout dense dans E, nous considérons les ensembles U, v,
homéomorphes & U et contenu dans Py, »),. La somme 2 Uy, v, est

alors un élément canonique et donc sz+2 Ui, 5., est aussi cano-

nique. }_, (Pry v, — Uy v2)) est un ensemble accessible inférieurement

de la classe a et il existe les éléments Finm, (13=1,2,...) de la classe
<a tels que FupmFunm=0 Dour my==mi, me==m; ou mg=m; et

ZF nmzns“Z(Pk, v — U, v¥,,). Nous pouvons donner les nombres

n3-=

naturels vﬁlﬁlbm (k=1,2,...) et les ensembles Uy, »f),., (k=1,2,...)
comme il suit,

1) g}lPk, v, . est partout dense dans E,

(2) Uy, v&)m, est homéomorphe & U et contenu dans Py, v,
Il est alors evident que anzns+g Uy vE).ns €St canonique de la classe a.

De méme, nous pouvons définir les nombres naturels v, m; (5=
1,2, ...) les ensembles Fopn,.n; (1=1,2,...) et Us, Viaengn; (1=1,2, ...) qui
remplissent les conditions

oo
(1) E(Pk’ ”%3;2 ; Uk: ”;wli?ne n; = E ang Mgy

.‘)+1

(2) kﬁ;P,,, v «; est partout dense dans E,

(8) U, ..., est homéomorphe & U et contenu dans Py, Viseng..n
Or, nous pouvons choisir pour un nombre fixé les nombres naturels
L ” (k,7=1,2,...) de la facon que

4) »&,. my (M -eemy=1,2 ...) sont distinets deux & deux,
(5) quelque soit le nombre naturel p, il existe un nombre v%’i%z...nj

tel qu'on ait =p.
Nous avons alors

E=3(E- 5 3 PwF.+ 3 35 Pa

n=1

{(E E 2 ij)Fn,'i"Z Uk» ”(k)}+2 2 {ang n; +E Uk’ ”nmz nJ}

'nl-l I=2ny..

et donc E est une somme d’une infinité dénombrable au plus des en-
sembles homéomorphes & U et disjoints deux & deux.

Quand E est de deuxiéme catégorie dans sa ferméture, en prenant
les ensembles P, mn (m,n 1,2, ...) dans E comme le cas précédent, nous

considérons E— E}"_, P,,. Comme il jouit de la propriété de Baire, il
existe un ensemble G;: G tel que E— EZPM G soit de premier

m=1n=1

catégorie sur la ferméture £. Or, G est homéomorphe au domaine
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fondamental et donc d’aprés la supposition nous pouvons donner dans
G un ensemble U homéomorphe & U et deuxiéme catégorie dans G.
Par suite, il existe une suite {U®} (k=1,2,...) des ensembles telle
qu’on ait

(1) G—-kil U® est de premier catégorie dans E,

@2 U® (k=1,2,...) sont disjoints deux & deux et homéomorphes
a U.
Nous avons

B=3UP+3 31 P +{E-S U -3 ST P,.,)
k=1 k=1 1

m=1n=1 m=1n=

et E—I;ill U ""—i} 21 P, est de premier catégorie dans la ferméture

i iPm. Done, d’aprés le résultat précédent, E est décomposé en

m=1 n=1
d’une infinité dénombrable au plus des ensembles homéomorphes & U
et disjoints deux & deux. C.Q.F.D.

De méme, nous avons le

Théoreme 4. Soit U un ensemble qui est universel pour les éléments
de la classe a qut est de premier catégorie dans sa ferméture. Tous
les ensembles mesurables (B) de la classe a et de premier catégorie dans
leur ferméture peuvent étre représenté comme une somme d'une infinité
dénombrable au plus d’ensembles homéomorphes a U et une infinité
dénombrable au plus de points sams points communs deux & deux.

Ici, on peut poser le probléme suivant.

Etant donné un ensemble N contenu dans le domaine fondamental
et mesurable (B) de la classe a, peut-on représenter tout ensemble
mesurable (B) de la classe a comme une somme d'une infinité dénom-
brable aw plus d’ensembles homéomorphes & N et une infinité dénom-
brable au plus de points?

Pour étre resolu affirmativement ce probléme, il faut que N est
non accessible inférieurement de la classe « et de deuxiéme catégorie
dans sa ferméture, mais je ne sais pas si ces conditions sont aussi suf-
fisantes. D’apres le théoréme 3, quand N remplit de plus une condition
qu’il est universel pour les éléments de la classe a, ce probléeme est
resolu affirmativement.

En autre part, nous avons sur les ensembles analytiques les suivants.

Théoreme 5. Pour tout ensemble E analytique et indénombrable,
il ewiste une élément canonique F' des ensembles analytiques tel que la
différence E—F soit un complémentaire analytique.

Théoreme 6. Chaque ensemble analytique et indénombrable peut étre
représenté comme une somme d'une infinité dénombrable au plus d’en-
semble homéomorphes & celui de Lebesgue, d’ensembles homéomorphes au
complementaire de celut de Lebesque et une infinité dénombrable au
plus de points sans points communs deux & deux.

Remarque. Dans cette note jai employé souvent les propriétés
suivantes sur les éléments canoniques :
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(1) lorsque les ensembles E, (n=1, 2, ...) sont canoniques de ?(R)

et disjoints les uns les autres, la somme nZ‘iE,, est aussi canonique de
?(R).

(2) lorsque E est un élément canonique de @(R) et que F est un
ensemble de @(R) et de premier catégorie dans la ferméture E, la
somme E+ F est aussi canonique.

Mais, nous pouvons trouver les diverses applications de ces pro-
priétés, par exemple, quelques théordmes sur la représentation para-
métrique sont démontrés simplement.



