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6. Bemerkungen itber die freien Gruppen. Die durch eine Menge
E der Elemente erzeugte freie Gruppe, die nach 3 und 5 als freies
algebraisches System definiert ist, wird dadurch charakterisiert, dat
jede durch E erzeugte Gruppe ihr homomorph ist. Setzt man den ent-
sprechenden Satz fiir die wie iiblich definierte freie Grappe) als bekannt
voraus, so erkennt man, daft die beiden Definitionen /iquivalent sind.
Man kann in der Tat die iiblich definierte freie Gruppe als eine treue
Darstellung unserer freien Gruppe ansehen, wie folgt. Man bilde zu-
nchst das absolut freie algebraische System mit Verkniipfungen., \,
] oder nach der iiblichen Schreibweise a.b=ab,, a\b=a-b, a/b=ab-.
Setzt man das Assoziativgesetz der Multiplikation voraus, so erkennt man,
dat jedes Element sich .in der Form , , = 2= 1, mit aus E dar-
stellen lisst. Dann fiihren wir die beiden Bedingungen a(a-b)=b,
(ab-)b=a ein; d.h. man nimmt in der obigen Ausdriicke .-+ weg,*1;2 +1

falls zh=zh+,, =-+ ist. Die so entstehenden Ausdrcke bilden

bekanntlich eine durch E erzeugte Gruppe mit dem Einselement aa
bb-. Die freie Gruppe muss abet ihr homomorph, also nach 3 ihr
isomorph sein.

Es sei eine freie Gruppe. Mit fif’ sind afa-, ff’- sind Rela-
tionen). Ist R= (f,], ...,} ein Relationensystem, so bilden die aus den
f durch endlichmalige Division und Transformation erhiltlichen Aus-
dricke einen Normalteiler von , der nur aus den Folgerelationen
besteht. Die Faktorgruppe /9 ist ersichtlich eine Gruppe mit Rela-
tionen R. Daher besteht aus den smtlichen Folgerelationen yon R
und /9 ist die freie Gruppe mit Relationen R im Sinne yon 3.

In einer allgemeinen Gruppe bezeichnen wir mit C das Produkt
endlichvieler Kommutatoren, C das Produkt endlichvieler Kommutatoren
der (k-1)-ten Ableitung yon qS. Dann lisst sich C als eine Ver-
kniipfungsfunktion darstellen. ( ist dann und nur dann auflSsbar, wenn
die simtlichen Verkniipfungsfunktionen C fir gewisses k Einselement
werden. D.h. die aufiSsbaren Gruppen yon der Lnge k der Kommutator-
reihe werden durch C= 1 charkterisiert. Damit ist gezeigt, dai der
Begriff der auflSsbaren Gruppen von der Lnge / primitiv im Sinne
yon 2. Daher kann man etwa auch won den freien auflSsbaren Gruppen
von der Lnge k sprechen. Dagegen ist der Begriff der aufl6sbaren

Der erste Teil erschient in Proc. 17 (1941), 323-327.
1) Vgl. O. Schreier, Die Untergruppen der freten Gruppen, Hamburger Abh. 5

(192.7). K. Reidemeister, Einfihrung in die kombinatorische Topologie, Braunschweig
(1932). S. Iyanaga, Freie Gruppen (japanisch) (1940).

2) Nach unserer Schreibweise f=l.
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Gruppen (yon der unbestimmten Linge) nicht primitiv. Analog kann
man fiir nilpotente Gruppen vorgehen, wenn man start die Kommu-
tatorreihe die absteigende Zentralreihe betrachtet. Ist/=1, so erhlt
man den Begriff der freien abelschen Gruppen als speziale freie Gruppen.
Man ersieht leicht, da man aus einer freien abelschen Gruppe durch
Hinzufiigung gewisser Verkniipfungsgleichungen nut Gruppen erhalten
kann, deren Typus (r, r, ...) sind. Besteht das Erzeugendensystem E
aus endlichvielen Elemente, so ist diese Gruppe endlich sie Wird freie
endliche abeIsche Gruppe genannt.

Die fibliche Definition des freien Produktes mehrer Gruppen folgt
.auch aus unserer allgemeinen in 4 unmittelbar. Man bilde nmlich
zunichst absolut freies Produkt. Setzt man dann die Gruppenaxiome
voraus, so mfissen die Einselemente yon den alles kongruent sein.
Daher kann man vorher die smtlichen Einselemente identifizieren und
so kann man die iib!iche Definition des freien Produktes erhalten.

7. Bemerkungen iber die Polynombereiche nd die Algebren.
Da die Gruppen schon in 5 als primitive algebraische Systeme definiert
sind, so ist der Begriff der Ringe auch primitiv. Es sei o ein Ring
mit Einselement 1, oine Menge yon Elementen z, z2, ohne Ver-
knfipfung Das freie Produkt yon und beziiglich Subtraktion und
Multiplikation2 heisst einen allgemeinen Polynombereich [, x2, ...] von
den Variablen z mit Koeffizienten aus o, falls man die Ringaxiome und
die Relation lz=1= voraussetzt.

Nun betrachten wir gewisse Spezialisierungen des allgemeinen Poly-
nombereiches. Der Einfachheithalber beschrinken wir uns auf den Fall,
das aus endlichvielen, etwa n Variablen besteht. Im unendlichen
Fall kann man durch kleine Modifizierung analog vorgehen>. Zunchst

setzen wir die Relationen ax=a, 0=1, mit a aus o voraus, die

unter Beniitzung der Matrizen A=(a& kurz in der Form a(x, ..., x)=
(x, ..., x)A order noch kiirzer in der Form a(x) (x)A dargestellt wird.
Dann lisst sich jedes Element aus [, ..., ] als Summe der Elemente
yon der Form x za, 1 < < n, darstellen. Ist b(x)= (x)B, so ist

nach dem Assoziativgeset ab(x)= (x)AB und nach dem Distributivgesetz
(a+ b) (x) = (x) (A+B). Bleiben , nach der Hinzufigung der Re-
lationen als Elemente eines o-Rechtsmoduls noch linear unabhngig, so
bilden die Matrizen A eine Darstellung yon 5 in o. Bilden umgekehrt
die Matrizen A eine Darstellung, so bleiben die x nach der Hinzu-
fiigung der Relationen a(x)=($)A noch linear unabhingig. Denn wenn
man etwa xx= O, i, j 0, voraussetzt, so bildet der o-Rechtsmodul) mit

1) Ober die Definition der Ringe mit Einselement vgl. 8.
2) Additiv geschriebene abelsche Gruppe wird nach 5 durch Subtraktion definiert.

Also wird Ring durch Subtraktion und Multiplikation definiert.

3) Im Fall der unendlichvielen x setzen wir nimlich die Relationen axe=
mit endlichvielen von Null verschiedenen Elemente aj aus o voraus.

4) Man betrachte die direkte Modulsumme von o, die aus (ala.... an)besteht.
Man definiere dann das Produkt mit einem Element a aus o durch (alaz... an)a=
(aaa2a, aria). Ein ihr isomorphes Modul mit Elemente a heisst ein o-Rechts-
modul mit n Basen, wenn aa fiir a,,.,(al an) durch aa,’,.,(ai an)a, definiert ist.
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den (linear unabhingigen) Basen nach unseren Relationen einen Ring.
Die Relationen zeigen dabei nur den Regel der Multiplikation, die in
den Modul eingefiihrt wird.

Wenn man ferner das Kommutativgesetz zz=zz voraussetzt, so
erhilt man die iibliche Definition des nichtkommutativen Polynombe-
reiches mehrer Variablen. Ist die Darstellung A yon eine identische,
d.h. ist az=za, so erhlt man die Definition des kommutativen Poly.
nombereiches.

Nun setzen wir ausser die Relationen a(z)=(z)A noch die Rela.

tionen z=,o-) *, voraus, die in der Form (z)=(x)A dargestellt

wird. Man beweist analog wie friihr, dai , ..., z dann und nut dann
linear unabhngig bleiben, wenn die Gieichungen

bestehen. Dabei ist az=za,. Hat die Darstellung A die Dia-

g0nalform ax=za, so ist die Abbildung von a auf a ein Endo-
morphismus von , und unsere Bedingungen reduzieren sich in die Form,--) aa. Ist o ein kommutativer KSrper, so erhilt man da-
mit eine Verallgemeinerung des Grupp.enringes beziiglich der halblinearen
Transformationen2). Sind nimlich zz=z und bilden die z nach dieser
Multiplikation eine Gruppe, so ist unseres System nichts anderes als der
Gruppenring beziglich der halblinearen Transformationen. Ist noch
speziell die, Darstellung A die identische, so erhilt man den Gruppen-
ring im iiblichen Sinne.

Ist die Darstellung A die identische und sind die Relationen z(z)=
(x)A beliebig, so reduzieren sich unsere Gleichungen fiber a auf

akaj= akak und wir erhalten die Definition der Algebren (fiber
3)dem KSrper o) mit Einselement. Die allgemeinen Algebren mit oder

ohne Einselement soll als Unteralgebren der Algebren mit Einselement
definiert werden.

8. Primitive algebraische Systeme nit Abbildungen. In einem
algebraischen System heisst eine eindeutige Funktion f(a) eines Ele-
mentes a eine Abbildung in sich, wenn sie fiir alle Elemente a de-

1) In der Literatur ist nur der Fall untersucht, wo n--1 und v ein KSrper ist.
ist o ein kommutative" KSrper und n beliebig, so reduziert sich die Darstellung A
bekanntlich in die Form

0 511 al

0 0 ann
und zwar aoo--1, da 1 als ein Basiselement angenommen werden kann.

2) T. Nakayama und K. Shoda, Ober die Darstellungen einer endlichen Gruppe
durch halblineare Transformationen, Jap. Journal Math. 12 (1936). Vgl. auch M. Osima,
Jber die Darstellung einer Gruppe durch halblineare Transformationen, Proc. PhysiCo-
Math. Soc. Japan, 20 (1938).

3) Die ibliche Definition der Algebren als o-Doppelmoduln, die zugleich Ringe
sind, ist natirlich mit unserer iquivalent. Wir haben bier nur gezeigt, daft Algebren
mit Einselemente als freie Produkte (freie Ringe) mit Relationen definiert werden,
wenn die Definition der KSrper bekannt ist. Auf die Definition der KSrper komme
ich nachher zurfick.
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finiert ist. Wir betrachten nun primitive algebraische System derart,
dal gewisse Abbildungen definiert sind. Dann hat man den Begriff des
Isomorphismus (Homomorphismus, Meromorphismus) so zu verallge-
meinern, da aus a--a’ stets f(a)f(a) folgt, An der Stelle der
Verkniipfungsfunktion tritt jetzt die Funktion auf, die durch Ver-
kniipfungen und Abbildungen darstellbar is. Ein durch gewisse Gleich-
heiten solcher Funktionen definiertes algebraisches System heisst ei
primitives mit Abbildungen. Ein Untersystem des primitiven alge.
braischen Systems mit Abbildungen ist ein Untersystem des primitiven
Systems im Sinne yon 2, welches mit a alle Bilder yon a enthilt.
Bei der Definition der freien algebraischen Systeme nimmt man auch die
Abbildungen hinzu. Dann gelten die Satze in 1-4 auch fiir primitive
algebraische Systeme mit Abbildungen>.

Es sei I ein primitives algebraisches System mit Abbildungen,
die Menge der Abbildungen , 2, ..., V die Menge der Verknfipfungen
a, a2, Man bilde dann das absolut freie algebraische System /2* mit
dern Erzeugendensystern Y2 und dem Verknupfungssystem V. Jedes
Element aus /2* bedeutet eine Abbildung yon , wenn man
aeaa’ setzt. Fasst man die Elemente aus 9" in einer Klasse, wenn
sie dieselbe Abbildung von bewirken, so erhilt man eine Klassen.
einteilung yon 9" und man erhilt damit ein Restklassensystem * yon

/2*. Man kann noch eine Verkniipfung (Multiplikation) der Abbildungen
durch a’(a)’ einfiihren. Dann gilt das Linksdistributivgesetz

(a)=a. in .
Gilt insbesondere (5)=5 f/r jedes , so heisst einen Olera-

for, welches einen Hornomorlhisrnus in sich (Endomorlhismus)bewirkt.
Ist ein Operator, so ist ()= in 9 fir jede Abbildungen, . Das Produkt zweier Operatoren ist wieder ein Operator, dagegen
ist ’ fiir zwei Operatoren , ’ nicht notwendig Operator. Ist ein

,4-algebraisches System und besteht * aus Operatoren, so ist auch
ein 4-algebraisches Systern>. Denn ist /’(, ...)=(, ...) eine Ver.
knipfungsgleichung yon , so/st r =(, ...)- (, ...) =<

Die primitiven algebraischen Systeme mit einem Element , das
einer Gleichung (, 5,..., g) =.(, 5,..., g) fiir jede 5,..., g
werden als die primitiven Systeme rnit einer Abbildung definiert, so
daf =5,(, 5, ..., g)-(, 5, ..., g) z. B. Ringe rnit Einselernent. Be/
der iblichen Definition werden die Grupn als primitive Systerne be-
ziiglich der lIultiplikation mit einer Abbildung definiert, die jedes Ele-
ment in ihre Reziproke iberf/ihrt.

1) Noch allgemeinere Systeme werden schon von G. Birkhoff betrachtet. Er hat
ein System ,,abstract algebra" untersucht, wo gewisse Funktionen yon n Elemente
definiert sind. Fir solche allgemeine System kann man auch analog vorgehen.
Wichtig ist aber nur der Fall, den wir jetzt betrachten. Ein primitives System mit
Abbildungen kann man als primitives System in Sinne yon 2 auffassen, wie folgt.
Man hat dafr nur a, b mit a. b=a * c statt a zu betrachten, wo eine neue Ver-
knipfung bedeutet. Vgh hierzu G. Birkhoff, On the structure of abstract algebras,
Proc. Camb. Phil. Soc. 31 (1935).

2) Z.B. der Endomorphismenring der abelschen Gruppe.
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Als wichtige Beispiele der primitiven Systeme mit Operatoren
nennen wit die Gruppen mit Operatoren, Darstellungsmoduln in der
Noetherschen Darstellungstheorie. Weitere Beispiele der primitiven
Systeme mit Abbildungen finden sich in der Theorie der Verbinde.

9. Bemerkungen iber die Verb(nde. Die Verbnde werden be-
kanntlich als die primitiven algebraischen Systeme mit den Verknip-
fungen , J und den Verkniipfungsgleichungen a a a, a a a
ab=ba, ab=ba; a(bc)=(ab)rc, a(bc)=
(a w b) w c a r (a b)= a, a (a r b)= a definiert. Die modulren
Verbnde werden etwa als Verbinde mit der Gleichung (a r c) (b r c)

((a r c) w b) r c definiert). Setzt man das Distributivgesetz a r (b w c)
=(a b) (a ( c) voraus, so erhlt man bekanntlich die Definition der
distributiven Verbnde. Diese drei Begriffe sind also primitiv.

Ein Verband mit einer Abbildung 0 heisst komplementiert, wenn
(a r a) w b=b, (a a) r b= b sind. Also werden die komplementier-
ten Verbinde, die komplementierten moduliren Verbinde und die kom-
plementierten distributiven Verbinde (Boolsche Algebren) als primitive
algebraische Systeme definiert.

Ist ein komplementierter modulirer Verband ’ einem anderen
homomorph, so wird der Homomorphismus bekanntlich durch dem 0 aus

’ entsprechenden Ideal yon charakterisiert. Man beweist auch leicht"
In den komplementierten moduliren Verbnde ist jeder Meromor-
phismus ein Klassenmeromorphismus. Ist nimlich nach 1 a
b..a’, bb’, so ist b -c’=a’ b’. Wegen der Modularitt folgt
hieraus a=a r (b w b) a’ (a’ c’)= (a’ r a’) w c’ =c’ und a=
a (b r b) c’ (c’ r b’)= b’, da nach der Definition des Meromor-
phismus aus a b stets a b folgt.

Die Boolschen Ringe werden als die aus Idempotenten bestehenden
assoziativen Ringe, d.h. durch die Gleichungen a=a definiert also sind
sie primitiv. Um die Existenz des Einselements 1 vorauszusetzen, hat
man, wie wir in 8 erwhnten, eine Abbildung mit ab=ba=b zu
betrachten. Die beiden Begriffe der Boolschen Algebren und der Bool-
schen Ringe mit Einselement 1 sind bekanntlich nach a b=a+b-ab,
a rb=ab, a=l-a quivalent im Sinne von 2. Um die Existenz
der relativen Komplementen beziiglich Null) vorauszusetzen, fiihren wir
eine neue Verkniiphungen * mit den Gleichungen a J (a b)-a b,

b)) c=c ein. Die distributiven Verbinde mit relativen Kom-

1) Vgl. etwa O. Ore, On the foundation of abstract algebra, I, Ann. Math. 36
(1935).

2) Im allgemeinen gibt es Meromorphismus der Verbinde, der nicht Klassen-
meromorphismus ist. Es seien nimlich und isomorph nach der Zuordnung a ,a.
Ordnet man einem Element a alle Elemente xa und einem Element a alle Ele-
mente x

__
a zu, so erhilt man einen Meromorphismus yon und , der aber ersicht-

lich nicht Klassenmeromorphismus ist.
3) D.h. relative Komplemente mit Durchschnitt Null. Die Existenz des allge-

meinen relativen Komponents wird durch eine terniren Funktion (a,b,c) mit den
Gleichungen a (a, b, c)-a b, a (a, b, v)--a r c definiert. Vgl. die Anmerkung
1), S. 182.
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plementen beziiglich Null sind bekanntlich mit den Boolschen Ringe
nach a b a-t- b ab, a b ab, a * b b ab iquivalent).

Einen anderen Beispiel bildet der Begriff der topologischen Ver-
bnde, darunter wit die Boolschen Algebren mit einer Abbildung,
Abschliessung a, verstehen, die den Gleichungen a a, a c a" a,
(a b)=a b geniigt.

1) Vgl. M.H. Stone, The theory of representations for Boolean algebras, Trans.
Amer. Math. Soc. 40 (1936).

2) Vgl. H. Terasaka, Die Theorie der topologischen Verbinde, Fund. Math. 33
(1939).


