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90. Die Theorie der Klassenkorper im Kleinen
iiber diskret perfekten Korpern. II.

Vori Mikao MORIYA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Hokkaido Universitit, Sapporo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.IA., Oct. 12, 1942.)

Wie in der fritheren Note® bezeichnet k einen diskret perfekten
Korper i bezug auf einen Primdivisor p, und der Restklassenkérper
k/p besitzt wieder die beiden folgenden Eigenschaften :

1) k/p ist vollkommen,

2) zu einer beliebigen natiirlichen Zahl n existiert genau eine

algebraische Erweiterung vom Grade = iiber E/p.
Ferner benutzen wir im folgenden alle dort eingefiithrten Bezeichnungen
ohne Erklirung. Nun schicken wir als Vorbereitung einige Hilfsséitze
voran.

Hilfssatz 1. Es sei K/k ein Klassenkorper, und K ein Zwischen-
korper von Kfk. Ist dann K bzw. K galoissch iiber K bzw. k, so sind
K und K bzw. Klassenkorper tber K und k. Ferner stimmt H(K, K)
mit der Gesamtheit H aller derjenigen Elemente aus K iiberein, deren
Normen nach k in H(K, k) hineinfallen.

Beweis. Zunichst gilt nach Definition :

HK K)< H;
Da bekanntlich (4 : H)=(H(K, k) : H(K, k)) ist®, so folgt
(A:HK, K)) = (4:B)=(H(E, k) : HEK,k)) .
Weil K, K bzw. iiber K, k galoissch sind, so gilt®:
(A:A) < (4:HK K)) <(K:K)
und (A:HE B) < (K:k),
woraus man leicht
(A:HEK)=(A:HE,K)A:H < (R:k)(K:R)=(K: k)

schlieft. Weil nach Voraussetzung K/k ein Klassenkorper, also
(A:H(K, k))=(K:k) ist, so miissen unbedingt

(A:H)=(K:K) und (A:HE, k)=(K:k)
sein; d.h. K ist ein Klassenkorper iiber k.

1) M. Moriya, Die Theorie der Klassenkorper im Kleinen uiber diskret perfekten
Koérpern. 1., Proc. 18 (1942), 39-44.

2) A bezeichnet die Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus K.

3) M. Moriya, loc. cit.,, S. 42.
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Aus der Ungleichung
(K:R)=(A:H)< (A:HK, K)) <(K:K)
schlieSt man sofort:

(A:HK, K))=(K:K) uwd H=H(K,K),

weil H2 H(K,K) ist; d. h. K/K ist ein Klassenkorper zu H.
Hilfssatz 2. In einer Kérperkette

k< K<K<K

seien I?/k,_ﬁ/ﬁ und K/K galoissch. Ist dann K ein Klassenkérper iber
k, so ist K auch ein Klassenkorper iiber k.

Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist K ein Klassenkérper tiber K und
zwar ist H(K, K ) die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus K
deren Normen nach % in H(K, k) hineinfallen. Wendet man auch den
obigen Hilfssatz auf K/IA{' an, so ist K ein Klassenkorper iiber K.
Dabei stimmt H(K, K) mit der Gesamtheit aller Elemente aus K, deren

Normen nach X in H(K, K ) hineinfallen. Bezeichnet man nun mit H
die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus K, deren Normen nach %
in H(K, k) hineinfallen, so ist offenbar

H=H(K,R).

Da nach Voraussetzung K/k ein Klassenkérper ist, so ist
(K:R)(R:k)=(K:k)=(A:HEK,k)=(A: HR,k)(A:H),

wo A die Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus K
bezeichnet. Da H=H(K, K) und K/K ein Klassenkorper ist, so folgt
aus der obigen Gleichnung

(R:k)=(A:HE, k), w.zbw

Hilfssatz 8. Es sei k, eine endliche sepgrable zyklische Erweiterung
iiber k, und K eine endliche separable abelsche Erweiterung iiber k.
Ist dann H(K, k,) bei Anwendung eines erzeugenden Automorphismus
7 von ko/k invariant, so ist K/k galoissch.

Beweis. Da in der kleinsten, K enthaltenden separablen galoisschen
Erweiterung tiber ¥ = mindestens eine Fortsetzung besitzt, so bezeichnen
wir eine solche auch schlechthin mit z. Bezeichnet nun K* denjenigen
Korper, welcher aus K durch Anwendung von t entsteht, so ist dann

und nur dann K uber k galoissch, wenn K =K ist. Wie leicht be-
statigt wird, ist K= iber ki =ko abelsch, und es gilt:

H(K™", k)= H(K, ko) = H(K, ko) ;

also ist K™ ein abelscher Klassenkérper iiber k&, dessen Normgruppe
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gleich H(K, k,) ist. Nach dem Eindeutigkeitssatz® muf8 daher K=K
sein, w.z.b. w.
Nun beweisen wir folgenden

Satz 1. Ein galoisscher Klassenkorper K iiber k ist stets iiber k
abelsch.

Bewveis. Da der Satz fir die zyklischen Klassenkérper vom Prim-
zahlgrad giiltig ist, so nehmen wir an, daB der Satz bereits fiir alle
galo(i;gcl}:z)n Klassenkorper bewiesen ist, deren Grade nach k kleiner sind
als 2 k).

Weil K iiber k& galoissch ist, so konnen wir iiber k stets eine echte
zyklische Erweiterung Eso bestimmen, dal K {iber R vollverzweigt ist.
Da nach Hilfssatz 1 K/I? ein galoisscher Klassenkorper ist, so ist K
nach Induktionsannahme iiber K abelsch. Bekanntlich ist dabei K aus
endlich vielen, iiber K zyklischen Erweiterungen zusammengesetzt. Es
sei K’ ein beliebiger zyklischer Teilkorper von K/I?. Dann ist K'Jk
nach Hilfssatz 2 ein Klassenkorper. Da K’/I?, f/k abelsch sind, so ist
H(K’, K ) nach Hilfssatz 1 identisch mit der Gesamtheit aller derjenigen
Elemente aus IZ deren Normen nach k in H(K’, k) hineinfallen. Hier-

folgt ;

H(K', Ky =HK', B,
falls - einen erzeugenden Automorphismus von I?/k bezeichnet. Nach

Hilfssatz 3 ist K’ iiber k galoissch. Es geniigt also nur zu beweisen,
daB K’ tuber k abelsch ist. Wir konnen daher ohne Einschrinkung

annehmen, dafl K/I? von vornherein vollverzweigt, zyklisch ist.

Es sei nun T die unverzweigte, separable zyklische Erweiterung
vom Grade n=(K: IZ') Dann ist das Kompositum L von K und T
ein abelscher Klassenkorper, dessen Normgruppe H(L, K) gleich H(K, K )
N H(T, K) ist. Da fiir ein Element Y30 aus K Nz (F17)=1 ist, so
ist nach Hilfssatz 1 7 in H(K, K) enthalten. Beriicksichtigt man
nun, daB 7' als ein Kompositum von K und einer unverzweigten
zyklischen Erweiterung iiber k ein abelscher Klassenkorper ist, so ent-
hilt H(T, K ) auch 7*°*. Die symbolische (1—<)-te Potenz eines jeden
von Null verschiedenen Elementes aus K ist also stets in H(L, K)
enthalten.

Es seien nun oy, 0, die erzeugenden Automorphismen von K/I?,
T/I?. Dann ist die Galoisgruppe von L/IN{ das direkte Produkt {o:} x
{02}, weil K N T=K ist. Die Galoisgruppe von L[k ist also von ay, a2
und 7 erzeugt, wenn r eine Fortsetzung des Automorphismus z von
I?/k in die Galoisgruppe von L[k bedeutet. Da T iiber k abelsch ist,
so ist offenbar z'az'rs, in der Gruppe {s} enthalten; weil anderseits

{a:} ein Normalteiler der Galoisgruppe von L/k ist, so mufl t 'o7'ta,
das Einheitselement sein. Es ist also tos=uayr.

1) M. Moriya, loc. cit., S. 43-44.
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Wir zeigen nun, da roy=oa;r ist. Es bezeichne H die Gesamtheit
aller derjenigen Elemente aus K, deren Normen nach k in H(L, k) hin-
einfallen. Ist dann 7 ein beliebiges Element aus H, so gibt es ein Element

I aus L derart, daB Np,(I)=Nga() ist; d.h. Nga(No @) =1
Nach einem bekannten Satz” existiert daher ein Element B aus K, so

daB 7=Ng #([MB" ist. Da Ny, K(F), E“' belde zu H(L K) gehoren,
so ist ¥ ein Element aus H(L K), woraus H< < K(L )74 ) folgt. Weil

anderseits stets H 2 =2 H(L, K ) ist, so ist H =H(L, K ). Hieraus folgt
ohne weiteres, daB "L ein Klassenkorper iiber k ist, weil

(A:HL B))=(4: HE k) (A: H)=K:k)(L:K)=(L: K)

ist, wo A die Menge aller von Null verschiedenen Elemente aus K be-
zeichnet.

Der der Gruppe {o,0.} zugeordnete Teilkorper K ist offenbar iiber
K abelsch, also ist nach Hilfssatz 2 ein Klassenkorper iiber k. Da nach

Hilfssatz 1 H(K, E) aus allen denjenigen Elementen aus )74 besteht,
deren Normen nach % in H(XK, k) hineinfallen, so gilt

H(R,Ky=HR,K);

K ist nach Hilfssatz 3 iiber k& galoissch, und infolgedessen {si0;} ein
Normalteiler der Galoisgruppe von L[k. <t loi05c ist also einerseits von
der Form ¢%¢%, und anderseits von der Form t loyro,=0%0;, weil top=a,r
und {1} ein Normalteiler der Galoisgruppe von L/k ist. Es mufi daher

2=1 mod n,

und folglich z7loyr=0, sein. Der Kérper L ist also itber k abelsch,
und K ist als ein Teilkérper von L/k auch abelsch.

Hilfssatz 4. Es sei K eine endliche separable galoische Erweiterung
iiber k. Dann existiert iiber %k ein abelscher Klassenkoérper L, dessen
Normgruppe H(K, k) ist, und zwar ist L der grifite abelsche Teilkorper
von KJk.

Beweis. Da der Satz fiir den Falle, wo (K:k) eine Primzahl ist,
stets giltig ist, so nehmen wir an, dafl der Satz bereits fiur alle
galoischen Erweiterungen bewiesen ist, deren Grade nach k kleiner sind
als (K:k). Da Kk galoissch ist, so existiert ein zyklischer Teilkorper
K von K|k, dessen Grad nach k eine Primzahl ist. Nach Induktions-
annahme existiert iiber K ein abelscher Klassenkorper L derart, daB
H(L,R)=H(K,R) ist. Bezeichnet nun H die Gesamtheit aller der-
jenigen Elemente aus K, deren Normen nach k in H(K, k) hineinfallen,
so ist

H2>HK,R)=H(,K).
Daher existiert iiber K ein abelscher Klassenkorper L zu H®. Da fiir

1) Vgl etwa M. Deuring. Algebren, Ergebnisse d. Math,, 4, 1 (1935), S. 66-67.
2) M. Moriya, loc. cit,, S. 44.
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einen erzeugenden Automorphismus r von K[k H*=H ist, so ist L
nach Hilfssatz 3 galoissch tber k.
Nun gilt, wie leicht bestitigt wird,

H(L,k) = H(K, k) ;

da anderseits K 2 L ist, so ist stets H(L, k) 2 H(K, k), woraus H(L, k)
=H(K, k) folgt. Wenn man mit A die Gesamtheit aller von Null ver-
schiedenen Elemente aus K bezeichnet, so gilt:

(A:H(L,k)=(A: HEK k)= (A: HE, k) (HE, k) : HEK, k)
=(K:k)(A:H)=(L:k);

d.h. L ist ein galoisscher Klassenkérper itber %, also ist nach Satz 1
abelsch. Ist nun L’ ein beliebiger abelscher Teilkérper von Kk, so ist
H(L/, k) 2 HK, k)=H(L, k), woraus L' < L folgt’, w.z. b.w.

Zusatz zu Hilfssatz 4.

Ist K eine endliche separable Erweiterung tiber %, so existiert ein
abelscher Klassenkérper, dessen Normgruppe gleich H(K, k) ist.

Beweis. Es sei K* eine K enthaltende, endliche separable galoissche
Erweiterung iiber k. Dann existiert nach Hilfssatz 4 ein abelscher
Klassenkorper, dessen Normgruppe H(K*, k) ist. Da H(K, k) 2 H(K™, k)
ist, so existiert sicher ein abelscher Klassenkorper zu H(K, k).

Satz 2. Abgrenzungssatz. Ist K eine endliche separable Erweite-
rung iiber k, so existiert iiber k ein abelscher Klassenkorper, dessen
Normgruppe gleich H(K, k) ist. Ferner ist dieser Klassenkorper der
grofte abelsche Teilkorper von K iiber k.

Beweis. Wir betrachten iiber k& die K enthaltende, endliche
separable galoissche Erweiterung K*, und fithren den Beweis in zwei
Abschnitten.

1) (K*:K) ist eine Primzahlpotenz p”.

Die K zugeordnete Untergruppe 9 aus der Galoisgruppe von K */k
ist in einer zu p gehorigen Sylowgruppe & enthalten®., Ist dann K der
S zugeordnete Teilkorper von K* [k, so gilt

(A:HEK* k)=(A:HE, k)(A:H),

wo A die Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus K
und H die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus K, deren Normen
nach k in H(K*, k) hineinfallen, bezeichnet. Da (K:k)=mn zu p prim ist
und fir ein Element « aus A stets a"=Nzg(a) ist, so ist (A :H(K, k))

prim zu p. Nun existiert nach Hilfssatz 4 ein abelscher Klassenkorper
L iber k, dessen Normgruppe gleich H(K, k) ist. Bildet man dann
das Kompositum KL von K und L, so ist (KL:K) ein Teiler von
(L : %), also prim zu p. Weil L im grofiten abelschen Teilkorper von

1) M. Moriya, loc. cit., S. 44, Satz 3.

2) M. Moriya, loc. cit., S. 44, Hilfssatz 3.

8) Vgl. etwa, A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 3. Aufl.
(1937), S. 65-66.
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K* |k enthalten ist, so mu8 KL in K* enthalten sein; dies ist aber nur
dann moéglich, wenn KL=K, also L < K ist. Wie leicht bestétigt wird,
ist dabei L der grofte abelsche Teilkérper von K/k.

Da der Normalisator von  aus & von $ verschieden und jede
p-Gruppe auflosbar ist, so wird zwischen K und K eine Korperkette
K=K,<K,<--<K,=K eingeschaltet, wo fiir jedes i (K;:K;.)
=p ist.

Wir bezeichnen nun mit L, den abelschen Klassenkérper zu H(K,, k)
iiber k. Ist zuerst H(K,, k)=H(K, k), so folgt H(L,, k)=H(L, k), weil
H(Ky, k)=H(L,, k) S H(L,k)=H(K, k) ist. Da L,=L ist, so mu8
L,=L sein. DaB dabei L, auch der grofite abelsche Teilkérper von
K,/k ist, kann ohne Schwierigkeit bewiesen werden.

Es sei nun H(K,, k) > H(K, k). Dann ist wegen H(K,, k) < H(K, k)
stets (A : H(K,, k)) > (A : H(E, k)). Bezeichnet man dann mit A die
Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus K und mit H
die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus K, deren Normen nach

k in H(K, k) hineinfallen, so folgt aus der Gleichung (A : H(K,, k))
=(A:H(E, k) (A:H)
(A:H)=p,

weil 1<(Z:ﬁ)<(71:H(I?1,I?))=p ist; ferner ist wegen H(K,, K)
<H _
HK,K)=H.

Da offenbar (Ly: k)= (A: H(Ly, k)= (A: H(K, k))=(L: k)p ist, so ist
(LK :K)=p.

Bezeichnet nun H, die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus
K, deren Normen nach k in H(LK, k) hineinfallen, so folgt aus

(A:H(L, k) < (A:H(EL, k)= (A: H(K, k) (A: H)
(4:H)=p,

weil H,2 H(KL,, K) und (A : H(KL, K))=p ist; hieraus folgt sofort
H,=H(KL, K). Da die beiden Normgruppen H; und H unter A einen

und denselben Index besitzt, und da aus L, < KL, stets H; < H folgt,
so ist Hy=H, also ist

H(K, K)=H(KL, K) .

Nach dem Eindeutigkeitssatz? gilt stets: K;=KL,; d.h. L, ist in K
enthalten, Ferner ist leicht zu beweisen, daB jeder abelsche Teilkorper
von Kk stets in L, enthalten ist. Der Korper L, ist also der grofite
abelsche Teilkorper von K; {iber k. Durch vollstindige Induktion be-
weist man ohne Schwierigkeit, da8 der Satz stets glltig ist, wenn
(K™ : K) eine Primzahlpotenz ist.

2) Es sei @ die K zugeordnete Untergruppe aus der Galoisgruppe
von K*/k, und py, ..., p. die simtlichen verschiedenen Primteiler der

1) M. Moriya, loc. cit., S. 43-44, Satz 4.
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Ordnung von ®. Bezeichnet dann &; (i=1, ....r) eine zu p; gehorige

Sylowgruppe aus & und K; den &; zugeordneten Teilkérper von K* [k,
so ist nach 1)

H(L'n k) = H(Ki’ k) ’

wo L; den groBten abelschen Teilkdrper von K;/k bezeichnet. Da offen-
bar K=K, N\ .- N K, ist, so ist L=L,; N\ - N\ L, in K enthalten, und
die L zugeornete Normgruppe in k ist gleich H(L,, k) N --- N\ H(L,, k).
Ist aber L’ ein beliebiger abelscher Teilkérper von KJk, so ist L’ in
jedem L; enthalten, also ist H(L/,k) = H(L, k), woraus L' < L folgt,
w. z. b. w.

Mit Hilfe von Satz 2 beweist man folgenden

Satz 8. Ein Klassenkorper iiber I ist stets abelsch.

Beweis. Ist K ein Klassenkorper iiber k, so ist (K:k)=

(A : HK, k)). Nach Satz 2 existiert ein abelscher Klassenkérper L

zu H(K, k), welcher in K enthalten ist. Aus (L:k)=(A:H(K, k))
=(K:k) folgt ohne weiteres

L=K.

Satz 4. Verschiebungssatz.

Es sei k' eine endliche separable Erweiterung iiber k, und L eine
endliche separable abelsche Erweiterung idiber k. Dann st k'L der
Klassenkorper iiber k', dessen Normgruppe aus allen denjenigen Ele-
menten aus k' besteht, deren Normen nach k in H(L, k) hineinfallen.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall, wo K’ iiber k primitiv
ist?>. Dann mufl der grofite abelsche Teilkérper L’ von k'[k entweder
mit & oder k ibereinstimmen; da H(L/,k)=H(', k) ist, so ist

(A:H(k’ , k)) entweder gleich (¥ :k) oder 1. Ist zundchst (K :k)=

(A:H(Ic’, k)), so ist k' nach Satz 3 tiber k abelsch, also ist k'L/K
ein Klassenkorper zu H(¥, k) N\ H(L, k). Nach Hilfssatz 1 ist der Satz
sicher giiltig. Ist aber (A:H(K,k))=1, so ist

(A:H®L, k) =(A:H(K, k) (A’ : H)=(A": H'),

wo A’ die Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus ¥
und H’ die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus %', deren Normen
nach k in H(X'L, k) hineinfallen, bezeichnet. Da L offenbar der grofite
abelsche Teilkérper von k'L/k ist, so ist nach Satz 2 H(K'L, k)=H(L, k),

also ist (4’: H)= (A +HFL, k)) =(L:k)=FL:kK). Hieraus folgt

ohne weiteres H' =H('L,¥), weil H' 2 H®L,¥) und (4': H¥L,k))

=(k'L:k) ist. Wegen H(K'L,%k)=H(L,k) besteht H’ aus allen den-
jenigen Elementen aus &/, deren Normen nach k in H(L, k) hineinfallen,
Auf jeden Fall ist der Satz giltig, wenn ¥'/k primitiv ist.

1) M. Moriya, loc. cit., S. 44, Satz 5.
2) D.h. zwischen k und X’ existiert kein echter Zwischenkérper.
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Da der Satz fiir alle primitiven Korper tiber k bewiesen wird, so
nehmen wir an, dafl der Satz bereits fiir alle Korper bewiesen ist,
deren Grade nach % kleiner sind als (¢ : k). Nun koénnen wir zwischen
k und k' einen Zwischenkérper % derart einschalten, daB k/k primitiv
ist und 1<<(%:k) ist. Dann ist kL nach dem oben Bewiesenen ein
Klassenkorper iiber %, dessen Normgruppe H(EL,%) mit der Gesamt-
heit aller derjenigen Elemente iibereinstimmt, deren Normen nach k in
H(L, k) hineinfallen. Ferner ist nach Induktionsannahme ¥%kL=FkL ein
Klassenkorper tiber k', dessen Normgruppe H(K'L,%’) aus allen den-

jenigen Elementen besteht, deren Normen nach k in H(kL,%) hinein-
fallen. Wie leicht bestitigt wird, stimmt aber H(K'L, k') mit der Ge-
samtheit aller derjenigen Elemente aus &k’ tiberein, deren Normen nach
k in H(L, k) hineinfallen, w. z. b. w.



