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40. Sur le parallélisme et la concourance
dans lespace de Riemann.

Par Kentaro YANo.
Institut Mathémathique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA. M.LA., April 12, 1943)

§1. Le groupe d’holonomie de Uespace de Riemann.
Soit V, un espace de Riemann a n dimensions dont la forme
quadratique différentielle fondamentale est

(1-1) dsz_—-g,uvdx”dw” ’ (1) Hy ¥y eee =17 2) 31 b ] n)

et [e;] le repére naturel dans Pespace euclidien tangent en un point
courant M, alors on aura e,-e,=g,, en chaque point de l’espace.

Cela étant, la connexion euclidienne sans torsion de ’espace s’exprime
par les équations

(1.2) dM=dz’e, , de,={l}da"e,

ot {,1} sont les symboles de Christoffel formés avec les g,,.

Si Pon se donne, dans 'espace de Riemann, un chemin allant d’un
point P & un autre point Q, on peut raccorder, grice i cette connexion
euclidienne, ’espace tangent en P de proche en proche le long du
chemin considéré avec l'espace tangent en Q. C’est-d-dire que l’on
peut développer, sur un méme espace euclidien, le chemin et le repére
naturel attaché a chaque point de ce chemin. En décrivant ainsi un
contour fermé pertant d'un point P et y revenant, le point P et le
repere naturel en ce point subit un certain déplacement par rapport a
leur position initiale.

Ces déplacements associés i tous les contours fermés d’origine
donnée P forment un groupe que M. Cartan appelle groupe d’holonomie
de l’espace. Ce groupe est essentiellement le méme quel que soit le
point d’origine P de l'espace. Si ce groupe d’holonomie de I'espace est
un sous-groupe du groupe général de déplacements euclidiens, chaque
transformation infinitésimale de la connexion euclidienne appartient
aussi & ce sous-groupe.

§$2. Le parallélisme et la concourance dans Vespace de Riemann.

Supposons que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann laisse
une direction invariante et désignons par »* le vecteur ayant cette
direction et de longueur constante. Alors, d’aprés ce qui est dit dans
§1, on a

d(v'e;)=(dv*+ { L }v*dz")e,=0,
d’olr
@1) o= 20 4 (Y=o
o b a xy ‘ly ?

done, v* est un champ de vecteur parallele.
Inversement, si v* est un champ de vecteur paralléle, il est évident
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que le groupe d’holonomie de I’espace laisse la direction v’e, invariante.
Done, nous avons le
Théoreme 2.1. Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann
laisse ume direction invariante, il est nécessaire et suffisant que Uespace
admette un champ de vecteur parallele, soit, qu’il existe un vecteur satis-
Saisant & (2.1).

Cela étant, supposons ensuite que le groupe d’holonomie d’un espace
de Riemann laisse un point invariant et désignons-le par M-v’,.
Alors, d’aprés ce qui est dit dans § 1, on trouve

‘ d(M +v'e;)=(dx’ + dv*+ { A }v*dx*)e, =0,
‘ol

A
(2.2) 65+v‘;,'=‘55+%+{u‘,}v"=0.

Nous dirons dans ce cas que v* est un champ de vecteur concourant.

Inversement, si »* est un champ de vecteur concourant, il est
manifeste que le groupe d’holonomie de I’espace laisse le point M+ v’e,
invariant. Done, nous avons le
Théoreme 2.2. Pour que le groupe d’holonomie d’un espace de Riemann
laisse un point invariamt, il est mécessaire et suffisant que Uespace
admette un champ de vecteur v* comcourant, soit, qu’il existe un vecteur
v satisfaisant a (2.2).

§8. Les propriétés des géodésiques et des cercles dans un espace
de Riemann.

Nous commengons par un théoréme bien connu:
Théoreme 3.1. La courbe dont la tangente se déplace toujours parallele-
ment & elle-méme le long de la courbe est une géodésique.

Cela étant, supposons que la tangente passe toujours par un point
fixe quand on développe cette courbe sur ’espace tangent en un point
de la courbe.

En désignant ce point par M +a¥d£—e on doit avoir

L (M+a%e,)= (4"—‘+i‘l—"—i‘”‘—+d2’”‘+{“dx" 4 )0,

ds ds ds  ds ds I ds ds
. &t _ do* da” da _
d’out Y d§+{“”}d.s s =0, 1+ds—0,

ce qui montre que cette courbe est aussi une géodésique. Done, nous
avons le
Théoreme 3.2. Si la tangente d’une courbe passe, quand on la développe,
toujours par un point fixe, elle est une géodésique.

Considérons cette fois une courbe dont le vecteur de courbure

2,4
passe, quand on la développe, par un point fixe. Alors, on aura

( ) (——+——+a"3"')e—o

os*
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% o | dat da? g " O -0 1 %”
Pe “o2 ' a e of
ce qui montre que cette courbe est un cercle de 'espace de Riemann,
et on a le
Théoreine 3.8. La courbe dont le vecteur de courbure passe, si Uon la
développe, par un point fixe est un cercle de Uespace de Riemani.
En combinant les résultats du paragraphe précédent et les Théorémes
3.1, 3.2 et 3.3, on aura les
Théoreme 8.4. Si un espace de Riemann admet un champ de vecteur
»* parallele, la courbe dont la tangente est toujours dirigée dans la
direction du vecteur v* est une géodésique.
Théoreme 3.5. Si un espace de Riemann admet un champ de vecteur
v* concourant, la courbe dont la tangente est toujours dirigée dans la
direction du vecteur v* est une géodésique.
Théoreme 3.6. Si un espace de Riemann admet un champ de vecteur v*
concourant, la courbe dont le vecteur de courbure est toujours dirigé
dans la direction du vecteur v* est un cercle de Vespace de Riemann.
§4. Les propriétés des hypersurfaces totalement géodésiques et
ombiliquées dans un espace de Riemann.
Soient

1) P?=2), G4,k --=1,23..,0-1)
les équations paramétriques d’une hypersurface V,.;, et posons

d’out

‘ s ) Py s
Bi'= ZZ.' v 9=9wBiBy*, BL=g%g,B} (9" gp=>0})

et
-
@2 Hit=Bh=LBL 4B -BA,
ot {;i} désignent les symboles de Christoffel formés avec les composantes
gix du tenseur fondamental de I’hypersurface.

Si I'on désigne par B’ le vecteur unitaire normal a Vhypersurface,
on peut poser Hj;’=H;B* et H; s’appelle le second tenseur fonda-
mental de Phypersurface.

Cela étant, pour une courbe z*(s)=x*(x(s)) sur Phypersurface, nous
avons

4.3) ¥ _ gt +Hz* do’ do*

ou d8/és désigne la dérivée covariante le long de la courbe.

Or, si toutes les géodésiques sur ’hypersurface V,._; sont aussi des
géodésiques de I'espace ambiant V,, I’hypersurface est dite totalement
géodésique.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une hypersurface soit
totalement géodésique est Hj;*=0, et par suite H;,=0.

Cela dit, pour un vecteur »*=Bj*v* tangent a I’hypersurface totale-
ment géodésique, nous avons dv'=By#’, & désignant la dérivée cova-
riante, d’olt on tire le
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Théoreme 4.1. Si Uon déplace parallement un vecteur tangent & Uhyper-
surface totalement géodégique le long de cette hypersurface, le vecteur
déplacé est aussi tangent a cette hypersurface.

La dérivée covariante de B;* étant Hj*, la dérivée covariante du
vecteur unitaire normal B? est donnée par les équations de Weingarten :

Bi,=-BiH,

ot Hi,=g"Hj, d’oa on obtient le
Théoreme 4.2. Pour quune hypersurface soit totalement géodésique,
est mécessaire et suffisant que le vecteur unitaire mormal soit toujours
parallele le long de Uhypersurface.

Le second tenseur fondamental étant donné par Hj, I’hypersurface
dont les directions principales et par suite dont les lignes de courbure
sont indéterminées, c’est-a-dire 'hypersurface pour laquelle on a

ij= 1 H ‘.’ag,-k
n—1
est dite totalement ombiliquée.
Quand on développe Vhypersurface totalement ombiliquée, ses
normales B* et B’+3B* se coupent. Car

B'+4+6B'=B'— BAH' vdae* = B'+ n—_l_i-H?adx’ .

Inversement, si B* et B’+56B” se coupent toujours, on doit avoir
aB*+da’=p(B*+6B’)=H(B*— B/H*dx") ,

d'od Hi= —%a;i, 1o 1_ 1 ge,

ce qui montre que P'hypersurface est totalement ombiliquée. Done, on
ale
Théoreme 4.3. La condition mécessaire et suffisante pour qu'une hyper-
surface soit totalement ombiliquée est que les normales en deux points
infiniment voisins se coupent toujours quand on développe Uhypersurface.
Cela étant, considérons une hypersurface dont la normale passe
toujours par un point fixe quand on la développe. Dans ce cas, nous
avons

d(M+aB’e;) =(dx*+ daB*+«5B')e, = (dx* + daB* — aBH' . dx*)e, =0,

dol H;=15, L-_l_pHe —constante,

a n—1
c’est-d-dire Phypersurface doit étre totalement ombiliquée et sa coubure
moyenne constante. Inversement, si une hypersurface jouit de cette
propriété, ses normales passent, quand on la développe, toujours par un
point fixe. Done, on peut énoncer le
Théoreme 4.4. Pour qu'une hypersurface soit totalement ombiliquée et
a couwrbure moyenne comstante, il est mécessaire et suffisant que sa
normale passe, quand on la développe, toujours par un point fixe.
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Cela étant, considérons une géodésique z*(s)=z«’ (a:"(s)) sur Phyper-

surface totalement ombiliquée a4 courbure moyenne constante, on a
de (4.3)

&’ 1 1
L2 =_- _H*%B
8 n—1
ce qui montre que le vecteur de courbure ia;% passe toujours par un

point fixe, donc la courbe x*(s) est un cercle de I'espace ambiant V,

de Riemann. Donec, nous avons le

Théoreme 4.5. La géodésique de Uhypersurface totalement ombiliquée

@ courbure moyenne constante est un cercle de Uespace ambiant.
Inversement, si la géodésique d’une hypersurface est toujours un

cercle de P’espace ambiant, les équations

S _ kng,
o M ds

montrent que la normale B’ doit passer toujours par un point fixe
quand on développe I’hypersurface, donc elle est une hypersurface totale-
ment ombiliquée & courbure moyenne constante, et nous avons le
Théoreme 4.6. Si la géodésique d’une hypersurface est toujours un
cercle de Uespace ambiant, cette hypersurface est totalement ombiliquée
et & courbure moyenne constante.

Pour une courbe sur ’hypersurface totalement ombiliquée & courbure
moyenne constante, en dérivant encore les équations

W__: ._;32:6‘ 1 H“ A
Bi— +n_1 «.B
le long de la courbe, on a

=B e ()

dong, si les 33:3 sont. proportionnelles aux %, c’est-a-dire, si la courbe
y o%x? . dao?
est un cercle de I’hypersurface, —— sont proportionnelles aux ——;

os® ds
c’est-a-dire, la courbe est un cercle de V'espace ambiant. Donc, on a le
Théoreme 4.7. Le cercle de Uhypersurface totalement ombiliquée @
courbure moyenne constante est aussi un cercle de Uespace ambiant V,,.
Inversement, si les cercles d’une hypersurface sont toujours les
cercles de I'espace ambiant, les équations

ozt ;b’sx % dat a W(h"daf' a

S =B t8HaT g S B Y Han s s B
_pi ¢ do’ de* da*
BH)kHds ds ds’

qui sont obtenues de (4.3), nous donnent
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Hj.= 1 H?. 95k, 1 ¢e=constante,
n—1

n—1
done, nous avons le
Théoreme 4.8. L’hypersurface dont les cercles sont toujours les cercles
de Uespace ambiant est totalement ombiliquée et sa courbure moyenne
est constante.

§5. La structure de Uespace de Riemann qui admet un champ
de vecteur parallele ou concourant®.

Si un espace de Riemann V, admet un champ de vecteur +*
parallele, v* doit, d’aprés le Théoreme 2.1, satisfaire 3 v»%,=0 d’ou
Va;»=0 en posant v,=g,,v*, donc, nous avons

ce qui montre qu’il existe une fonction telle que v;=§ﬁ:‘. Alors, les

hypersurfaces définies par les équations v(x', % ..., ™) =constantes sont
totalement géodésiques et ses trajectoires orthogonales sont les géodé-
siques, car, v* étant un champ de vecteur paraliele, la courbe dont la
tangente est dirigée dans la direction de v* est une géodésique et la
normale 3 Phypersurface v(x!, 4% ..., ") =constante est toujours parallele.
Done, dans notre espace V,, il existe une famille des hypersurfaces
totalement géodésiques dont les trajectoires orthogonales sont géodésiques.
Inversement, s'il existe une telle famille des hypersurfaces dans un
espace de Riemann, il est facile de démontrer que l’espace de Riemann
admet un champ de vecteur parallele, donc, nous avons le

Théoreme 5.1. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace
de Riemann admette un champ de vecteur parallele est qu’il contienne
une famille des hypersurfaces totalement géodésiques dont les trajectoires
orthogonales sont géodésiques.

Dans ce cas, si-l’on choisit un systeme de cordonnées dans lequel
les équations des hypersurfaces sont x™=const. et les courbes x*=con-
stantes sont orthogonales aux hypersurfaces, la forme quadratique
différentielle de I'espace s’écrit

(5.1) dst =g ,-k(ac‘)dac"dx"+dw"dx” .

Inversement, si la forme fondamentale a cette forme, les hyper-
surfaces 2"=constantes sont totalement géodésiques et les courbes x*=
constantes sont géodésiques. Donc, nous avons le
Théoreme 5.2. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace
de Riemann admette un champ de vecteur parallele est ¢w’il existe un
systeme de coordonnées dans lequel la forme fondamentale de Vespace
s'écrit sous la forme (5.1).

L’espace V, admettant un champ de vecteur v* parallele, con-
sidérons une hypersurface z'=x%(x’) totalement géodésique dont la
normale ne coincident pas avec %, et posons v*=B%v? alors on a

1) Tous les résultats de ce paragtaphe sont eommuniqués a l'auteur par M.S.
Sasaki.
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=(Bf;'vl);k= ‘k)'v +B" 'Ul Bk =0

Done, 'hypersurface admet aussi un champ de vecteur v* paralléle,
et on ale
Théoreme 5.8. Si Uespace admet un champ de vecteur paralléle et il
existe une hypersurface totalement géodésique qui m’est pas orthogonale
& v, Uhypersurface admet aussi un champ de vecteur parallele.

Cela étant, supposons que l’espace de Riemann admette un champ
de vecteur v* concourant, alors, d’aprés le Théoreme 3.2, il doit satis-
faire 4 oi+v%,=0, d’odt g,+v,.,=0. Donc v,., est symétrique par
rapport & # et » et par conséquent, en raisonnant comme ci-dessus,

on en conclut qu’il existe une fonction telle que v;=—£;ll. Or, hyper-
surfaces définies par les équations v (&, ..., 2*)=constantes sont totale-
ment ombiliquées et & courbure moyenne constante et ses trajectoires
orthogonales sont les géodésiques, car »* étant un champ de vecteur
concourant, la courbe dont la tangente est dirigée dans la direction de
v* est une géodésique et la normale i P'hypersurface v (2 ..., ") =con-
stante est toujours concourante, donc, dans notre espace, il existe une
famille des hypersurfaces totalement ombiliquées a4 courbure moyenne
constante dont les trajectoires orthogonales sont géodésiques. Inverse-
ment, s'il exsiste une telle famille des hypersurfaces dans un espace de
Riemann, il est facile de démontrer que I'espace de Riemann admet un
champ de vecteur concourant, donc nous avons le

Théoreme 5.4. La condition nécessaire et suffisante pour quw'un espace
de Riemann admette un champ de vecteur concourant est qu’il contienne
une famille des hypersurfaces totalement ombiliquées & courbure moyenne
constante dont les tra]ectozms orthogonales sont les géodésiques.

Dans ce cas, si 'on choisit un systéme de coordonnées dans lequel
les hypersurfaces sont représentées par x™=constantes et les trajectoires
orthogonales par 2*=constantes, alors, il est facilement montré que la
forme fondamentale de Vespace s’écrit

(5.1) ds*=(z")g. (2"}’ d* + da"da™ .

Inversement, si la forme fondamentale a cette forme, les hyper-
surfaces xz™”=constantes sont totalement ombiliquées et & courbure
moyenne constante et ses trajectoires orthogonales sont géodésique, donc,
nous avons le
Théoréme 5.5. La condition mécessaire et suffisante pour qu’ un espace
de Riemann admette un champ de vecteur concourant est qu'il existe un
systeéme de coordonnées dans lequel la forme fondamentale sécrit sous
la forme (5.1).

L’espace admettant un champ de vecteur concourant »*, considérons
une hypersurface totalement géodésique #*(z®) qui n’est pas orthogonale
a v%, et posons v*=B%v’, aldrs on a

S+ vt p =8+ (BLvY) k= 8+ (Hiuv'+ B4, Bi) =8, —8i=0,

ce qui montre que I'hypersurface admet aussi un champ de vecteur v*,
done, on a le
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Théoreme 5.6. St Uespace de Riemann admet un champ de vecteur »*
concourant et il existe une hypersurface totalement géodésique qui n’est
pas orthogonale & v*, Uhypersurface admet aussi un champ de vecteur
concourant.

§6. Le¢s espace d’Einstein admettant un champ de vecteur parallele
ou concourant.

Considérons un espace d’Einstein, soit, un espace de Riemann dont
le tenseur de Ricci satisfait a

©6.1) Rw%Rg,w,

oll nous avons posé

=a{l}_a{ﬂ/}”} a —fa = R4 = g
Rlwe=—r -~ -t iaHa} —{aHa}, Bu=Rlwi, E=g"R..

Or, si Pon suppose que cet espace d’Einstein admette un champ
de vecteur v* parallele, d’aprés le Théoréeme 5.2, la forme fondamentale
peut s’écrire

(6.2) dst="g(a*)da’ do* + dada™ .

En calculant, dans ce systéme de coordonnées, les symboles de
Christoffel, le tenseur de courbure, le tenseur de Ricei et la courbure
scalairve, on a

63 {i="{i}, R\w="Riwm, Ba="Rs, R="R.

les autres {1}, R*.. et R, étant tous nuls, ol les étoiles indiquent
que les quantités qui les portent sont formées & partir de *gj. Des
équations (6.1) et (6.3), on peut facilement déduire que *R;=0, R=
*R=0. Donc, on a le
Théoreme 6.1. Si un espace d’Einstein admet un champ de vecteur
parallele, sa courbure scalaire est nulle et sa forme fondamentale prend
la forme (6.2) ot *g;(x’)dx’da* est la forme fondamentale d’un espace
d’Einstein & (n—1) dimensions dont la courbure scalaire est nulle.

De ce Théoréme, on tire le
Théoreme 6.2. Un espace d'Einstein @ (n—1) dimensions dont la
courbure scalaire est nulle peut se plonger dans un espace d’Einstein
a n dimensions dont la courbure scalaire est aussi nulle.

Cela étant, considérons un espace d’Einstein admettant un champ
Jde vecteur concourant, alors sa forme fondamentale peut s’écrire, d’apres
le Théoréme 5.5, sous la forme

(6.4) de? = (@™ * g u(x’)do’ dac® + doemda™
dans ce cas, les symboles de Christoffel {,i} sont donnés par
W=, @t (=8 =20t

les autres étant nuls, par suite, les composantes du tenseur de courbure
par
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Riga="Rin—(Cgudi—"9in0L), R jtn=Rm=R"jnn=Rips=Run=0
Done, en les substituant dans (6.1), on obtient
*Riy=(m—2)*gx, *R=m—-1)(n—-2), R=0,

d’t on obtient le

Théordme 6.3. Si un espace d’Einstein admet un champ de vecteur
concourant, sa courbure scalaire est nulle et sa forme fondamentale prend
la forme (6.4) ot *gu(af)dxida® est la métrique d’un espace d’Einstein
@ (n—1) dimensions dont la courbure scalaire est (n—1)(n—2).

D’ol on obtient immédiatement le
Théoreme 6.5. Un espace d’'Einstein @ (n—1) dimensions dont la
courbure scalaire est (n—1)(n—2) peut se plonger dans un espace
d'Einstein @ n dimensions dont la courbure scalaire est nulle.

Si Pespace donné est un espace & courbure constante, on peut
naturellement le considérer comme étant un espace d’Einstein. Si cet
espace admet un champ de vecteur parallele ou concourant, les Théorémes
6.1 et 6.3 montrent que sa courbure scalaire est nulle, done, I'espace a
courbure constante devient I’espace euclidien, et on a le
Théoreme 6.5. St un espace & courbure constante admet un wvecteur
parallele ou concourant, il doit étre nécessairement un espace euclidien.



