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53. Uber die allgemeinen algebraischen Systeme, VI.*

Von Kenjiro SHODA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitiat zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A.,, June 12, 1943.)

$19 6-auflésbare Systeme. Wir werden die Resultaten vom Teil V
weiter verallgemeinern. Dadurch erhilt man eine zusammenfassende
Darstellung der Theorie der auflésbaren Systeme und der nilpotenten
Systeme.

Es sei A ein primitives A-algebraisches System. Einem Unter-
system B von A ordnen wir je eine Untermenge B’ und ein B, B’
umfassendes Untersystem B* zu. Zunichst werden wir diese Zuord-
nung festsetzen und sie mit 6 bezeichnen. Besteht B aus den Ver-
kniipfungsgleichungen mit den Elementen ay, ..., ,, &1, -+ &5, S0 betrachten
wir B mit  aus B und &’ aus B’ als Relationen von B*. Dadurch
erhilt man ein Restklassensystem von B* und folglich ein von B.
Das erste bezeichnen wir mit (). Durch kleine Modifizierung kann
man die im Teil V angegebenen Sitze auf unseren allgemeinen Fall
iibertragen, wie folgt.

Es sei %; zu A homomorph. Sind By, By, By die Bilder von B, B/, B*
bei der homomorphen Abbildung von A auf A;, so erhdlt man eine
Zuordnung 6, in 2U;, wenn man dem Untersystem B, die Bilder Bi, Bi
zuordnet. 6, wird offenbar durch 6 nicht eindeutig bestimmt. Wir
haben nur ein 6; beliebig festzusetzen. Dann ist B,(6) zu B(F) homo-
morph. Ist nidmlich B* das zu Bf isomorphe Restklassensystem von
B*, so ist die durch B definierte Kongruenz in Bi gleichbedeutend
mit der durch B definierten Kongruenz in B* nach B* D.h. B,(6,)
ist zur Vereinigung von B(f) und B* isomorph, also ist es zu B(F)
homomorph.

Sind ferner B(6)=B*[B?, By(6)=B: /B, so ist Bf* zu B’ homo-
morph. Setzt man nimlich B =B*/D, so ist B /BI* zur Vereinigung
B*[BP D der beiden Restklassensysteme B*/B? und B*/D isomorph.
Beriichsichtigt man die isomorphe Zuordnung von Bi und B*/D, so
erkennt man den Isomorphismus von Bf* auf B/ D/D, also nach
dem zweiten Isomorphiesatz den von B{* auf ein BB’ ~D. Damit
ist der Homomorphismus von 8’ auf B{* bewiesen.

Sind B < B, Br < B* fir B, < B, so heisst die Zuordnung 6
eine ordnungshomomorphe. Dann ist B{ < B’. Definitionsgemiss be-
steht B! bzw. B? nimlich aus den mit dem Nullelement kongruenten
Elemente aus 87 bzw. B*. Ist B bzw. B* die Menge aller Folge-
relationen von B in B; bzw. B*, so ist ersichtlich By < B*, also ist
B < B

* I in Proc. 17 (1941), 323-327; II ebenda 18 (1942), 179-184; III ebenda 18 (1942),
227-232; IV ebenda 18 (1942), 276-279; V ebenda 19 (1943), 120-124.
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Wir setzen nun (§B”i)” =8"", B heisst f-auflésbar nach B, wenn
B =0 fiir gewisse r ist. Ist %"_1#0, so heisst r die #-Lange nach

B. Im allgemeinen braucht keinesweg B” > $*"' zu sein. Das gilt
aber sicher, wenn 6 eine ordnungshomomorphe Zuordnung ist, und,

wenn B <P ist. Dann heisst die Reihe B>B > .- > B =0 die
absteigende 6-Reihe von B nach B.

Wie im Teil V beweist man leicht unabhingig von der Bedingung
des Ordnungshomomorphismus: Ist %; zu A homomorph und ist B,
das Bild eines Untersystems B von % bei der honomorphen Abbildung
von A auf A, so ist B, fh-auflosbar, wenn B -auflosbar ist. Dabei
bedeutet 6, die durch die Zuordnung # induzierte Zuordnung in ;.
Die 6-Linge von B, ist nicht grosser als die 6-Lange von 9B.

Wir setzen nunmehr voraus, dass die Zuordnung 6 eine ordnungs-
homomorphe ist und, dass B? < B ist. Dann ist jedes Untersystem
B, eines f-auflosbaren Untersystems B auch f-auflosbar. Die 6-Linge
von B, ist nicht grosser als die #-Linge von B.

Eine Kette von Untersysteme B> 8B, > - >B,=0 heisst eine
6-Reihe nach B, wenn B;,; ein B¢ umfassendes normales Untersystem
von B ist. B ist dann und nur dann G#-auflosbar, wenn es eine
0-Reihe besitzt. Die Linge jeder 6-Reihe ist nicht kleiner als die
#-Lange.

Eine 6-Reihe B=0H,, > :-- > b; > b=0 heisst eine aufsteigende, wenn
es keine 0-Reihe B=c¢, > - > > =0 mit b;=c¢; und b;y; Ty,
1=1,2, ..., gibt. Gilt die Maximalbedingung fiir die Untersysteme von
B, so ist B dann und nur dann f-auflosbar, wenn es eine aufsteigende
0-Reihe besitzt.

Ist B*=A fur jedes Untersystem B, so sind die Glieder jeder
6-Reihe alles normal in A mit der Ausnahme von 8. Dann gibt es
eine aufsteigende 0-Reihe von B, deren Linge gleich der #-Linge von
B ist.

Ein #-auflosbares System B heisst auflosbar oder stark auflésbar
oder nilpotent®, je nachdem B=VB'=B* oder B=YB, B*=A oder
B'=B*=WA. Ordnet man einem Untersystem B eine Untermenge B”
und ein B, B” umfassendes Untersystem B** zu, so mége man eine
andere Zuordnung & in A enthalten. Sind B'>B” und B* = B**
fir jedes B, so ist jedes @-auflosbares System stets ¢'-auflosbar®.

§20 Vereinigung der 0-auflosbaren Systeme. Es sei U das direkte
Produkt A=(A;... Ax). Sind die B; Untersysteme von A;, B; und B}
die Bilder von B; bei der Zuordnug 6;, so mége man eine Zuordnung
6 von A erhalten derart, dass B=(B;... Br), B'=(B;...B}), B*=
(B; ... B;) sind. Dann und nur dann ist B @-auflésbar, wenn die
direkten Faktoren B; alles 6;-auflosbar sind. Die #-Linge von B ist
gleich dem grossten Linge unter den Faktoren 9B;.

1) Diese drei speziale Fille werden im Teil V betrachtet.
2) Dabher ist jedes nilpotentes System stark auflsbar und jedes stark auflésbares
System ist auflosbar.
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Wir werden nunmehr an, dass B’ stets Untersystem von 2 ist
und, dass 6 nicht nur eine ordnungshomomorphe Zuordnung sondern
auch eine wvereinigungshomomorphe Zuordnung ist®. Die oben festge-
setzte Zuordnung im direkten Produkt 2 ist dann eine Folgerung.
Wir beweisen nun den analogen Satz fiir die direkte Vereinigung. A
sei die direkte Vereinigung A=A, Wy - U WA, Ao -0 A) M
A;+1=0. Dann kann man aus den Scharen [A],[.],---, [N.] Rest-
klassensysteme i, 3, ..., A so auswahlen, dass A das direkte Produkt
Q... ) ist?. Ist B=B, U B, U - UB;, mit den Untersysteme B;
von UA; so sind nach der Voraussetzung B'=Biu Biu -+ U By,
B¥=BrUBr - UBE. Das Bild B von B in A ist das direkte
Produkt von den Bilder B; von B; und dasselbe gilt auch fiir B’ und
B*. Sind die B; alles f-auflosbar, so sind B, f-auflosbar, wo 6 die
induzierte Zuordnung von 6 in ¥ bedeutet. Nach oben folgt hieraus,
dass B f-auflosbar ist. Das Urbild der absteigenden 6-Reihe von B
ist aber ersichtlich eine #-Reihe von B. Daher ist B auch f-auflosbar.
Damit ist gezeigt: Die direkte Vereinigung der #-auflosbaren Unter-
systeme B; ist auch f-auflosbar wenn B; und B} in A; enthalten sind.
Die Umkehrung ist auch Kklar.

Ist B—> B — B* eine Zuordnung 6 in A, so kann man in jedem
Untersystem B eine Zuordnung @y aufstellen, indem man einem Unter-
system € von B die Untersysteme € ~B und €* B zuordnet. Ist
€ ein normales Untersystem von B, so ist B dann und nur dann
f-auflosbar, wenn € und B/€ f-auflosbar sind. Daraus folgt umittelbar,
dass B, U B, fir ein f-auflosbares Untersystem B; und ein f-auflésbares
normales Untersystem B, stets 6-auflosbar ist. Diese Tatsache enthalt
natiirlich die oben angegebenen Resultate iber die direkte Vereinigung.
Die obigen Beweise sind aber auch zuginglich, wenn B; ﬂgi-auﬁiisbar
sind und, wenn die Zuordnung B—>B ~B eine vereinigungshomo-
morphe ist®.

Wir nehmen in folgenden an®: B'=3B,w N, wobei B; fir normales
Untersystem B von 2 auch normal in U und die Zuordnung B — B,
eine vereinigungshomomorphe ist. RN ist ein festes normales Unter-
system von A mit der Bedingung (FU ) ANR=FARN)U(GAR)

38) D.h. (BvEY=%8'-6/, (B-C=B*-¢*.

4) Vgl §14.

5) U sei eine Gruppe, B die Kommutativitit, § die Zuordnung B> B'=%8 > B*=13.
Dann erhilt man als §-auflésbare Gruppe den Begriff der auflosbaren Gruppe im iiblichen
Sinne. In diesem Fall ist 63=0 als eine Zuordnung in B. Im allgemeinen ist aber g%
von 0 verschieden. Bedeutet nimlich 6 die Zuordnung B —»> 8/=%-> B*=9, so erhilt
man als 6-auflosbare Gruppe den Begriff der nilpotenten Gruppe im iiblichen Sinne.
Ist B eine Untergruppe von %, so bedeutet die Nilpotentheit von B gerade die 6p-
Auflésbarkeit von 8.

6) Sind 9B, B, zwei nilpotente Normalteiler einer Gruppe %, so gelten diese drei
Voraussetzungen. Sie gelten auch, wenn % ein assoziativer bzw. Liescher Ring ist
und, wenn 3B, B, nilpotente Ideale sind. Vgl. hierzu H. Fitting, Beitrige zur Theorie
der Gruppen endlicher Ordnung. Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung 48
(1938), 77-145. H. Zassenhaus, Uber Lie’sche Ringe mit Primzahlcharakteristik, Ham-
burger Abh. 13 (1940), 1-100.
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fir alle normale §,®. Aus 2> €™ 6" fir zwei normale Unter-
systeme D <€ von A folgt D> E"™BVB: Sind € <B normal in A,
so ist €”® normal in A.

Aus der Oyz-Auflosbarkeit von B/€ und der fs-Auflosbarkeit von
€ folgt im allgemeinen keine #-Auflosbarkeit von B. Trotzdem kann
man nach den eben angegebenen drei Voraussetzungen schliessen: Sind
By, Bz zwei normale Untersysteme, die Oy-bzw. Og,-auflosbar sind, so
ist By B, stets Oy~p,-auflosbar. Das Restklassensystem B, B,/
By B, ist nimlich die direkte Vereinigung von ByB; ~ B, und
B,/B; N By, die nach der Voraussetzung ersichtlich y,- bzw. 0y,-auflosbar
sind. Daher ist B; U B,/B1 ~B; Oy, ,-auflosbar. Wir haben also nur
zu zeigen, dass B; B, Oy, p,-auflosbar ist. Es sei B \B=D,, D,
ey D™ bzw. By B =Dy, Dy, ..., DY die absteigende Oy,- bzw. Oy,-
Reihe von B; 1B, Nach der Voraussetzung sind diese Untersysteme
D alles normal in A. Wir bilden dann Dy, D Dy, ---, D U D=

und wir beweisen, dass (DF U D)’8r% < DE L D] ist. Nach der
Voraussetzung hat man dafir (@é"u@{)oﬁjg DL U D, 57=1,2, zZu

beweisen. Es ist klar, dass (D SD{)"*’" < DEH UDpist. DU
DDEP U P ist nach dem zweiten Isomorphiesatz einem DD ~
D) U DY isomorph. Da D' < (D AD) U DFY ist, so ersieht
man leicht, dass (DP ~ D))" < DG+ L P, ist. Analog kann man
fur ¥ vorgehen, u.s.w. Damit ist der Satz bewiesen.

Nun kann man den folgenden Satz beweisen, der von H. Fitting
fur Gruppen und von H. Zassenhaus fiir Liesche Ringe bewiesen ist”.
Gilt der Teilerkettensatz fiir normale Untersysteme, so gibt es ein
einziges grosstes #-auflosbares normales Untersystem N.

Erginzung zum Teil III.

Der in §11 angegebene Beweis der Vollstindigkeit des Verbandes
[2U/%] ist, wie man sich leicht {iberzeugt, zuginglich, auch wenn die
Voraussetzung III nicht gilt. Also kann man stets von dem grossten
Restklassensystem von A’ nach B’ sprechen.

Der in $12 unter der Voraussetzung IV* bewiesene Satz von
Schreier gilt auch unter den Grundvoraussetzungen I, II, III. Zum
Beweis braucht man nur kleine Modifizierung. Es seien A=Y, > A; >
D A=0, A=By > B, > --- > B,,=0 zwei vorgegebene Normalketten
von . Dann ist B; 2, NB; 22U NB;=0 bzw. W; 2 A; N
B2 2UA;NB,=0 eine Normalkette von B; bzw. A;. Durch die
homomorphe Abbildung von B; bzw. A; auf B;/B;.1 bzw. A;/WA;., erhilt
man aus den Normalketten von B; bzw. UA; eine Kette B;=By, =
By 2 - 2B, =B bzw. arj=%[;,02%12"'291jm=%m+1, wobei ?Bj'
bzw. A; aus den im Bild von A; B; enthaltenen Elemente besteht.
Zum Beweis des Schreierschen Satzes genigt es zu zeigen, dass die

7) Vgl die in Anmerkung 6) zitierten Arbeiten.
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grossten Restklassensysteme B;-; ;-1/B; ;-3 und A;_; ;1/A;_; ; zueinander
isomorph sind. Also reduziert sich der Satz auf den folgenden Hilfssatz.
1, B sein Untersysteme von U, u,v seien bzw. normale Untersysteme
von 1, B. Die Bilder von U B, Wb bei der homomorphen Ab-
bildung von U auf U/u seien W~ B /u, Wb /u. Analog definieren
wir Un®8’ /o, u~ B /o. Dann sind die grossten Restklassensysteme
UAB/UAD und UNAB /u B zueinander isomorph. Ersichtlich ist
NA~B/u zu uw (M AB)/u, also nach dem zweiten Isomorphiesatz zu

U~ B/u B isomorph. Daher ist u A B normales Untersystem von
NAB. Analog ist W b und folglich (u~B) (1 Ab) normal in

M~ B. Bei der isomorphen Zuordnung von 1 A B/u ~ B und U ~ B*/u
entspricht dem normalen Untersystem (u ~8B) o (U1 Ab)/u ~B ersicht-
lich W ~0“/u, als ist nach dem ersten Isomorphiesatz und seinem
Zusatz UAB M AY zu UAB/(u~B) o (U ~b) ismorph, wobei die
Restklassensysteme stets die grossten in den betreffenden Scharen be-

deutet. Dasselbe gilt auch fir WA B uB’. Damit ist der Satz
bewiesen.




