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89. Sur l'approximation de la solution du probleme
de Dirichlet.

Par Masao INOUE.
Institut de Mathématiques, Université Impériale de Kyusyu.
(Comm. by T. YOSIE, M.I.A., Oct. 12, 1943.)

1. Etant donné un domaine quelconque dans le plan, on se donne
une équation aux dérivées partielles R(u)=0 avec des conditions sur
la frontiere du domaine. Il s’agit alors de trouver une fonction véri-
fiant R(u)=0 dans ce domaine et satisfaisint aux conditions données
sur la frontiére.

Pour cela, voild une idée. Faisons correspondre l'equation aux
différences finies Ru(u)=0 a P'équation R(u)=0 par un passage formel
des dérivées aux différences finies et formons une fonction wu, sur des
noeuds d’un réseau régulier, vérifiant Rj(u,)=0 et remplissant des con-
ditions convenables sur les noeuds-frontiere. Pour h—0, c’est-3-dire,
lorsque la densité du réseau croit indéfiniment, u; tend vers.une fonc-
tion u. Sous quelques conditions, on prouve que cette fonction % vérifie
R(u)=0 dans le domaine et satisfait aux conditions données sur la
frontiere du domaine. Ainsi Dexistence de la solution du probléme
sera établie.

De telles méthodes sont déji proposées, chacune d’une maniére un
peu différente, par divers auteurs: MM. Le Roux, Richardson, Phillips,
Wiener, Courant, Friedrichs et Lewy”. A c6té du grand intérét que
cette idée offre dans le champ théorique, on ne doit pas négliger I'im-
portance qu’elle présente aussi dans le champ pratique: en effet, elle
ouvre une route directe pour le calcul numérique de la solution du
probléme. Par exemple, elle a conduit M. Liebmann & une méthode—
aujourd’hui appelée de son nom—pour le caleul numérique de la solu-
tion du probleme de Dirichlet®.

Si ’'on se met exclusivement dans 1'usage pratique de cette méthode,
des résultats déja publiés seront suffisants pour l’assurer. Mais, au
point de vue purement mathématique, je pense qu’il y a encore des
choses 3 ajouter.

Dans cette Note, en me bornant & I'équation de Laplace et a
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I'équation de Poisson (Probléme de Dirichlet), je vais le justifier dans
toute sa rigueur a4 Paide de quelques renseignements sur la solution
du probleme®

2. Couvrons le plan entier d'un réseau de carrés égaux (pour
k=1 triangles équilatéraux égaux pour k=2; hexagones équilatéraux
égaux pour k=3). Ce réseau devra étre constitué de telle fagcon que
deux polygones ne se superposent pas, méme partiellement, et que deux
polygones contigus qui ont en commun une portion de coté aient aussi
en commun les deux sommets situés sur le coté considéré. Supposons
que la longueur du coté soit A <1 et qu’un coté soit parallele i x-axe
de coordonnées.

Désignons par I¥ un nombre fini de nceuds et par I'* Iensemble
des noeuds P(x,y) qui n’appartiennent pas i I et tels qu'il existe au
moins un noeud P; appartenant & IF parmi les quatre (pour k=1;
six pour k=2; trois pour k=3) nceuds voisins de P: pour k=1,
Py(x-+h,y), Pox,y+hk), Pda—h,y) et Px,y—h); pour k=2, P(z+h,y),
Pz(it'l'hlz, y+1/3 h/z)’ Pa(x-h/2, y+"’/§—hl2)r P4(x—h) '!I), PE(x—'h/2,
y—v' 3h/2) et Plx+h/2, 4—V'31h/2); pour k=3, P(x+h,y), Plc—h/2,
y+V'8h/2) et Pi(x—h/2, y—V '3 h[2) ou Pz —h,y), Ple+h/2,y+V 31[2)
et Pyfx+h/2,y—V'3k[2). Posons Li=Ik+TE.

Lorsqu’on parle en méme temps de I%, I'¥, Lf pour k=1,2,3, on
supprime lindice & et écrit simplement I,, I}, L.

8. Soit ux(P) une fonction réelle définie sur des nceuds. On I'ap-
peile fonction de neeud et posons

pour k=1, )

mP)= & (33 uP)—u(P)}
pour k=2, ]

(P) =2 (33 (P —6uu(P)}
pour k=3,

dinP) = (2 1P ~3uP)}

Les équations aux différences finies 4u,=0 correspondent & 1’équation
de Laplace.

Alors, les théorémes suivants sont faciles & établir.

Théoreme 1. Une fonction de neeud définie sur L, vérifiant du,
=0 sur I, ne prend ni maximum ni minimum sur I, (au sens étroit).

Théoreme 2. Il existe une et une seule fonction de noeud w, prenant
des valeurs données sur I} et vérifiant dup+@n=0 sur I, ot ¢, est
une fonction de noeud définie sur I,.

En particulier, on désigne par G,,h(Q, P) la fonction de nceud

s’annulant sur 1}, et vérifiant 4G, (Q, P)=0 si P-Q et 4G, (Q, P)
+1/K*=0 si P=Q.

1) Le détail de cette Note sera publié dans “Reports of the Faculty of Science,
Kyiisyi Imperial University ”. J’aurai prochainement 'oceasion de discuter le méme
sujet concernant le probléme de’ Neumann.
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Théoreme 8. Soit u, une fonction de neeud s'annulant sur I et
vérifiant 4up <0 sur L. On a alors uy =0 sur L. De plus, si
dup, <0 en un noeud, on a uy >0 sur I,.

4. On arrive ensuite & un fait trés important.

Théoreme 4. Soient Ly et ¢, = 0 bornés uniformément par rapport
a hP. Alors, pour les fonctions de neeud w, sannulant sur I, et véri-
Siant dup+¢n=0 sur I, il existe une constante positive C indépendant
de h, telle qu’'on ait sur L,

0§u,.<0.

Démontrons ce théoréme pour k=1. Il suffit de prouver la pro-
position dans le cas de g,=1. A cet effet, choisissons convenablement
(¢, 7) de maniére que I:(£+1h, 77+jh)(i,j=0, +1, ..., j:(n—l)) con-
tienne I, ot mh=2 <l, | étant une constante positive. I, déterminera
Ty et on posera Ly=I,+1; Si 'on désigne par i la fonction de nceud
qui ’annule sur I} et vérifie 4, +1=0 sur I, on a sur L,

0§u;.§ﬂ;..

Cela étant, formons une fonction de nceud v;, sur L, (i=0,
+1, ..., :l:(2n—1)) satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) si @ y)els,

;=03
@ si (x,9)el,
v ,+1=0,
pour (x,y) situé sur &, :y—y—ih=x—& ou sur &:y—7—th=£—g;
Av,-,h=0
pour (z,¥) non situé ni sur &, ni sur & On vérifie alors sur L,
Vi,h g AR .
Par conséquent,
wW(P)= 3} Gz,(Q, P)
Qe Ih
2(n-1)
< 2 viw(P)
i=-2n~-1)
< 422 < 4l?

Ainsi, il existe une constante positive C indépendant de h, telle
qu'on ait sur L

0§u,.<C.

5. Soient D un domaine borné de_ frontiére F' et U une fonction
harmonique dans D et continue sur D=D-+F. Supposons que cette
fonction U satisfasse 4 la condition suivante (I): on a dans D

1) 1l existe un nombre positif B indépendant de & et un point P, dépendant de
h tels que Ly, soit contenu dans le cercle de centre P et de rayon R, et que |¢p | <R,
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' U

Smay | 6501234,

ot M est une constante positive indépendant de (zx, ).

Choisissons maintenant L, de telle facon que L, <D, I, <D et
que le segment de lier un noeud de I, & un roeeud voisin de I ou & un
noeud voisin de /), soit contenu dans D, et designons par u, la fone-
tion de noeud qui prend des valeurs de U sur /, et vérifie du,=0 sur
I,. On a alors le

Théoreme 5. Il existe une constante positire K indépendant de h,
telle qu'on ait sur L,

|up—U| < Kh",

olt t=2 pour k=1,2 et =1 pour k=3.
Au lien de la condition (I), on suppose li suivante (II): pour
n’importe quel ¢ > 0, on peut trouver une fonction U, harmox_lique dans

D et continue sur D satisfaisant aux conditions: on a sur D

|U.-U|<e
et dans D
; 0'U.

| . . "/Mg L= y 4y !v4)
| oo | < (=0,1,2 3,4)

ot M, est une constante positive ne dépendant (ue de e.
On a alors le

Théoreme 6. KEtant donné un nombre posilif e, on a sur L,

lu—U| <e
pour tout h assez petit.

Désignons par § un prolongement continu des valeurs de U sur
F et par u; la fonction de neeud qui prend § sur [}, et verifie duy =0
sur I, et choisissons L, de maniére que, 4; ¢tant un domaine com-
pletement contenu dans D, [}, soit contenu dans D—d; pour tout k
assez petit. On a alors le

Théoreme 7. Etant donné un nombre positif.e, on a sur Ly

luy —U| e
pour tout h assez petit.

6. Considérons maintenant le cas ot D cst limité par un nombre
fini de courbes jordaniennes simples et fermées. Au lieu d’avoir re-
streint le domaine, on va diminuer les restrictions pour L, : c’est-a-dire,
abandonnant les restrictions pour L, posées dans le numéro précédent,
on suppose que, J. étant un domaine contenant D et J; un domaine
contenu complétement dans D, L, <J. et I << J.—J; pour tout h assez
petit—autrement dit, /) tende uniformément par rapport a I vers F.
On a alors le

Théoreme 8. Etant donné un nombre positif ¢, on a sur les neeuds
de L, sitiés sur D

lui—U| <e
pour tout I assc: petit,
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L’essentiel de la démonstration de ce fait est di au théoréme
suivant :

Théoreme 9. Soient D un domaine limité par un nombre fini de
courbes jordaniennes simples et fermées F et U une fonction harmonique
dans D et continue sur D=D+F. Pour n'importe quel ¢ > 0, il existe
alors un domaine 4, contenant D et une fonction harmonigue U, dans
4,, telle qu’on ait sur D

|U~U| <e

<My (?:;(,)n 1, 2,...),

et dans 4,

1! U
nll oxtoy™—t

ot M, et 8, sont des constantes positives ne dépendant que de e.

En effet, considérons une suite de domaines D, limités par un
nombre fini de courbes jordanniennes simples et fermées, décroissants
(au sens étroit) de limite D et supposons que tout D, soit contenu
dans un domaine fermé £ contenant D dans son intérieur.

& étant continue sur £, elle sera approchée & moins de ¢ par un
polynéme P:|F—P| <e sur L. Ce polynome P est la différence entre
deux fonctions sousharmoniques P; et Pz : P=P,—B; sur £. Désignons
par U la solution du probléme de Dirichlet pour D,, et P; (i=1,2)
et posons Upy=UL~UP. On a alors sur D

l U(m)_Ui <e

pour tout m assez grand’.

Désignons maintenant par >, le contour extérieur de D,, et par
D} le domaine borné limité par >),.. Définissons les fonctions V¢
pour i=1,2 sur D} (=D};+>,) de la maniére suivante:

Vi(P)=PBP) si Pl,y)eDm—Dn=E,,
=U®PP) si Pa,y)eDp—E,.

Evidemment, V$ est continue sur D}, sousharmonique dans Dj, et
harmonique dans D —E,. Il existe donc une distribution de masse
positive g; sur E,, telle que

G P)= (P — 1 4.
VEP)=BLP)~ | log 1 dadea),
od HY est la fonction harmonique dans D,, et continue sur D}, qui
prend des valeurs de V§ sur 33,.

Or, D;, étant un domaine borné limité par une courbe jordanienne,
H? est approchée & moins de ¢ par un polyndme harmenique J$:
|J@~HP | <e sur Dy, (i=1,2).

D’autre part, on peut choisir un nombre fini de points distincts

P, 2, ..., Q¥ sur E, et des nombres positifs »{ correspondant a
Q$” de maniére a avoir sur D,,,;

1) M. Inoue: Sur l'approximation des fonctions continues par des fonctions
harmoniques, Proc. 15 (1939)
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Il log—d.u;(eo) Sl sio|<e =12,

1
PQ PQ;;')
Ensuite, si 'on définit la fonction U4 sur Dpm,, par

U Y= (TP) = TP)) =3 (4108 5~ 108 o)

Ups1 est harmonique dans D4y, continue sur D,u.q, ot | Upa— U] < 5e.
D’ailleurs, par P’expression de U,.;, on peut déterminer deux nombres
positifs M,,.1, Om+1 de maniére qu’on ait dans D,y

1| 0"Upn ('n=0 1,2 )
—28 | < Mpi10m LT ,
PP +10m+1 i<n

d’olt résulte la proposition du théoreme. Remarquons que, si D,, est
limité par une courbe jordanienne, il devient D;,=D,; donec dans ce
cas la démonstration est trés simple.

7. Passons maintenant 3 I'équation de Poisson. Dans ce cas,
Téquation aux différences finies du,+¢,=0 correspond i I’équation de
Poissont du+¢=0. Le théoréme analogue au 9 s’énonce comme il suit.

Théoreme 10. Sotent D un domaine limité par un nombre fini de
courbes jordaniennes simples et fermées F, ¢ une fonction régulidre
dans un domaine contenant D=D+F, et V une fonction qui est
réguliere sur D et vérifie 4V+9=0 dans D. Pour nimorte quel
e>0, il existe alors un domaine 4, contenant D et une fonction réguliere
V. vérifiant 4V, +¢=0 dans 4., telle quw’on ait sur D

|V¢—V|<€

n=0,1, 2, )
<mar (3% :

et dans 4,
1| oV,
axiayn—i

ol M, et J, sont des constantes positives ne dépendant que de e.

Ce théoréme nous conduit enfin au résultat suivant. Désignons par
v, la fonction de neeud qui prend § sur I3, § étant un prolongement
continu des valeurs de V sur F, et vérifie dvy+¢=0 sur . On a
alors le

Théoreme 11. Etant donné un nombre positif e, on a sur les noeuds
de L, situés sur D

]?)].—Vl <e

pour tout h assez petit.

8. Il n'est pas difficile d’étendre des résultats haut aequis au
cas de l'espace. Je me contente de signaler quelques remarques.

D’abord il est clair qu’il faut couvre I'espace d’'un réseau de cubes
égaux. Puis, concernant un théoréme qui remplace le théoréeme 4 qui
a joué un role fondamental, dans ce qui précéde, on voit qu’il suffit
dans le cas de l'espace d’assurer-u, <<C/h au lieu de u, <C. Cela
observé, la démonstration de ce fait sera plus directe et facile que
dans le ¢as du plan: en effet, elle est due au fait suivant digne de
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signaler ici: dans le cas du plan, il n'existe pas une fonction de noeud
définie sur tout nceud Jd’un réseau illimité, telle qu’on ait u.(@)=1 en
un neeud @, 4u,(P)=0 en tout nceud P==Q et lim u(P)=0. Or, dans

_)m
le cas de l'espace (& » =3 dimensions), il exxste une et une seule telle
fonction de nceud®. Ceotte propriété d’existence facilite quelques démon-
strations dans le cas de 'espace (A n=>3 dimensions).
Finalement remarquons que, pour la validité d’un théoréme corres-
pondant aux 9 et 10. il faut considérer comme D un domaine limité
par des surfaces assez reg’uheresz’

1) M. Inoue Theorémes asympbothues concernant une suite de vanabl&s ale’-atmres
indépendantes dont les lois de répartition tendent vers celle de Gauss (en japonais),
Reports of the Faculty of Sciunce, Kytsyd Imperial University, T. 1 (1943).

2) Ce travail est soutenu par la dépense de recherche scientifique du Ministére de
I’Education Nationale.



