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91. Sur les sommes directes des espaces linaires.

Par Motokiti KOND5.
L’institut mathmatique, l’universit impriale de Kyusyu, Fukuoka.

(Comm. by S. K.a.KEYA, M.I.A., July 12, 1944.)

Pour voir la rductibilit des anneaux des oprateurs, il faut
rechercher pralablement la somme directe des espaces et celle des
anneaux des oprateurs. Or, comme nous avons vu dans la dfinition
de M.S. Banach) sur la somme directe d’un nombre fini des espaces, elle
dpend intimement la topologie qui dfinit lui et en effet il y a diverses
sommes directes de ceux. Donc, nous devons rechercher respectivement
celles, mais dans cette note, nous nous bornons de rechercher la somme
directe (L) (p 1).

1. Soient A un ensemble non vide, m*(I) une mesure extrieure
et rgulire de M.C. Caratheodory sur lui et re(F) la mesure des
ensembles mesurables F de A par rapport m*(I). Etant donns un
hombre positif p 1 et un ensemble ( e A) des espaces linaires,
norms et complets qui correspondent chaque lment de A, nous
dsignons par __L (f un ensemble {f} ( e A) des lments tel qu’on

fe et If dm <: + , o dsigne l’integrale extrieure parait
A J

rapport h re(F), et nous l’appelons la somme directe (L)des l/zments

{f} (2 e A). Encore, nous dsignons par ,L, (R) l’ensemble de toutes
les sommes directes iL) des lments de (2 e A) et nous l’appelons
la somme directe (L) des espaces (, e A).

Puis, nous dfinirons l’addition, la multiplication par un nombre
constant et la norme sur les lments de L(R) comme il suit,
c’est-i-dire, nous entendrons par la somme f+g de deux lments f
et g, la produit af d’un lment f et un nombre a respectivement

L((f+g,) et ,L,(af Off f=L(f. et g--__L(g,. Encore,
nous entendrons par la norme Ifl d’un lSment f=,r (R)f le nombre

i.4 f ]’ dm

Or, puisque deux lments f et g de _n(R), tels qu’on ait
f--gl=O ne sont pas distincts essentiellement dans notre discussion,
nous dissons qu’ils sont quivalents l’un l’autre et les identifions.

(1.1) ](R)! sont les espaces linaires, norms et complets.

(1.2) Pour les sous-ensembles t de ! (2 e A), nous dsignons par

r(R)!YJt l’ensemble de tous les sommes directes (L) f=
L (R)f telles qu’on ait f e (2 e A). Alors, si tous les

1) S. Banach, Thorie des operations linaires, Warszawa, 1932.
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ensembles !Y2 sont ferms dans 2, ,(R)2l est aussi
ferm dans L .

(1.3) Pour un sous-ensemble F de A, nous dsignons par fc la
somme directe (L) L(+g, 0fl g=f (leF) et g=O (2I’).

Quand nous dfinissons la norme de fr par

l’ensemble de tous les lments fr est un espace linaire,
norm et complet. Nous le dsignons par

(1.4) Quand A, (a e I) sont les sous-ensembles mesurables de A et
disjoints deux--deux, nous avons r -L:p (Aa, 0l F
d6signe un sous-ensemble measurable de A tel qu’on air
m(F-A,)=O (a e I) et que tout sous-ensemble mesurable de
F de la mesure non nulle ne soit pas disjoints A tout ensemble
A, saul peut-tre un ensemble de la mesure nulle.

2. Maintenant, nous consid6rons la mesurabilit6 des 616ments de

.___L,(R) et _des sous-ensembles de celui. Quand un 616ment f=
EL/) (f de ]n j0uit de la propri6t6" F() If [" sommable
sur A, nous dirons que f est sommable (L) au sens de la norme et
nous le d6signons par Lf. Alors, l’ensemble !Ft de tous les
616ments sommables (L) au sens de la norme deL est ferm6
et de la forme 6toile, c’est--dire, il est un ensemble de tous les
616ments situ6s sur quelques lignes droites qui passent l’616ment 0,
mais non pas lin6aire en g6n6ral. Or, quand il existe un sous-ensemble
t de celui lin6aire et ferm6 qui satisfait aux conditions:

(1) il est maximal, c’est--dire, il n’existe aucun sous-ensemble
lin6aire et ferm6 de qui contient proprement Yt,

(2) pour tout sous-ensemble F de A, l’ensemble 9lr de tous les
616ments fr, off fe t, est aussi maximal, c’est--dire, il n’existe
aucun sous-ensemble lin6aire et ferm6 de r qui contient
proprement r et que ses 616ments soient sommables (L)
au sens de la norme sur F,

nous dissons que (R) est sommable (L) et nous appelons 9 la
somme directe (L) de !8 (I A) et le d6signons par

De plus, quand ’,5 @ !8 est sommable (L), la somme directe (L)
de ceux n’est pas dtermine univoquement. En effet, tant donne
une somme directe (L) 9=(R), nous consid6rons une fonction
o(2) d6finie sur A et qui prend 1 ou bien-1 comme ses valeurs.
Alors, l’ensemble de tous les 616ments (R) o(2)f, off
est une somme directe (L,) de (2 e A), mais elle est diff6rent de Yt,
si (o(i) est non mesurable.

Or, il existe , (R) non sommable (L,). Voici tel exemple.
Soient A l’intervalle (0,1), re(F) la mesure lebesguienne sur A, F0 un
sous-ensemble non mesurable de A tel que m*(Fo)=m*(A-Fo)=l et
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R (/c=l, 2) les espaces unitaires des k-dimensions. Quand nous posons

R2 pour 2 e/’0 et R pour F0, __L (+ n’est pas alors
sommable (L). Pour le voir, nous supposons qu’elle est sommable
(L) et il existe alors la somme directe (L) =-, (R) 3. Soit f=
L@f un lment de 9 tel qu’on ait Ifl=l presque partout de
A. Or, (tant donn un lment g=7 (R)g de , nous pouvons le
modifier en multipliant une fonction sommable o() sur g de manire
que g] 0 entraine gl=l. Nous pouvons alors dcomposer A en
les trois parties A (/c=0, 1, 2) mesurables et disjoints deux--deux de
manire que f’t-g 0 sur A0- F0, 1 sur A- F0 et 2 sur A2- I.
Donc, la mesurabilit de f et g entraine If /gl=O sur A0, 1 sur A
et -2 sur A2 respectivement saul peut-tre un ensemble de la mesure
nulle, d’ofi f-t-g=O sur Ao, g=O sur A et f=g sur A2 saul peut-
tre un ensemble de la mesure nulle et par suite g=,,.()f--A(.)f,
Oil (2) (k=l, 2) dsignent les fonctions caractristiques de A.

Maintenant, nous prenons l’ensemble ro de tousles lments fro,
oil fe , et une somme directe (L) g __], (R) g telle qu’on ait g Aft,
oil A dsigne un oprateur sur R2 donn par (z’=y, y’=x). Alors,
g n’appartient pas ro et tout lment ag-h , (ag-t-h), o
h=-,L, he92ro, est sommable (L) au sens de la norme, d’otl l’en,
semble linaire et ferm dtermin par g et ro contient proprement
92ro et ses lments sont tous sommables (L) au sens de la norme sur
Fo, ce qni donne une contradiction et par suite >__L,(R) est non
sommable (L).

Puis, nous considrons la mesurabilit des sommes directes (L,)
des ensembles. Voici la dfinition. Quand un sous-ensemble 3 de
",@!3 remplit la condition" pour tout lment f=ff(R)fi de

(R) !3, Ens (f e O) est toujours mesurable, nous dirons que !Y2 est._L
p

sommable (L). Or, une somme directe (L,) % des sous-
ensembles ferms de n’est pas necssairement sommable (L,).

(2.1) La famille d.es sous-ensembles sommables (L) de _L(R)
est un corps borelien.

(2.2) Pour que r@ est sommable (L,), il faut et il suffit que,

quelsque soient les espaees 3 lin(aires, norm(s et eomplets

qui eontient 3, c3 est sommable (L) dans (R) N.
3. D’ailleurs, nous ne pouvons d6duire de la mesurabilit6 d’une

somme directe (L) ]L,(R) !3 l’6tendue de celui A chaque 616ment ).0

de A, c’est--dire, 6tant donn6 une somme directe (L,) J=7JL(R)
L@3 et un 616merit 0 de A, l’ensemble des 616ments rio dans

tous les 616ments f=,,f de 92 n’est pas d6termin6 univoquement,

puisque chaque 616ment f de 92 est d6termin6 saul peut-tre un ensemble
de la mesure nulle. Or, il faut savoir souvent ces ensembles dans
notre recherche, et pour remplire ces demandes, nous introduissons ici
la notion de la continuit6 sur les sommes directes (L) des espaces.
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Pour cela, nous supposons que A soit un espace de M. F. Hausdorff
et bicompact. Alors, l’ensemble de tousles lments f=:L,(R)f de
la somme directe (L,) tels que F(2)---Ifl soient continues sur A est
ferm et de la forme toile, mais non pas linaire en gnral. Or,
quand il existe un sous-ensemble linaire et ferm de / qui satis-
fait aux conditions"

(1) il est maximal, c’est--dire, il n’existe aucun sous-ensemble
linaire et ferm de qui contient proprement ,

(2) saul peut-tre un ensemble de la mesure nulle de A, pour
tout lment 20 de A, l’ensemble de tous les lments fo
qui appartiennent au moins un lment f=.L,(f de Ut
est partout dense dans o,

nous dirons que ](R) distribue continuellement, que tout lment
de Ut est continu, et nous appelons )t le noyau continu de L).
De mme que le cas de la mesurabilit, le noyau continu de

/_L, ne dtermine pas univoquement.
Or, quand _L, ( distribue continuellement, nous pouvons dfinir

une topologie sur l’ensemble (R)=2. de manire que tout lment
eA

continue (R)f est aussi continu sur A par rapport g celui. Voici
la dfinition. Etant donn un lment rio, un nombre positif , un
sous-ensemble ouvert z de A qui contient fo et un nombre fini des
sommes directes (L,) continues g()=_. (R) g) (/= 1, 2, ..., n) telles
qu’on ait rio o’() (t= 1, 2, ..., n), nous dsignons par 1I (rio, , , g, g,
..., g,) l’ensemble de tous les lments ] de (R) tels qu’on ait 2 e et
If-g)l < e (k 1, 2, ..., n) et nous l’appelons un voisinage de f. Nous
dfinirons alors la topologie sur (R) par le systme de ces voisinages.

(3.1) (R) est un espace de M.F. Hausdorff. La somme f+g et la
produit f, off f et g appartient g un mme espace ., sont
continues par rapport . respectivement fi get a, f.

(3.2) Pour qu’une somme directe (L) f=,L(f de L (R) est
continue, il faut et il suffit que F(2)=f est continue sur A.

(3.3) Une somme directe (L) L., (+-) distribute continuellement
est aussi sommable (L) et il existe prcisment une somme
directe (L) qui contient le noyau continu de ]L (R) .

En effet, 5tant donne une fonction o() mesurable et borne sur

A, nous dsignons par U un oprateur de L (R) tel qu’on ait U
f=L, o()f, O f__=_. (R)f. Alors, le plus petit sous-ensemble
linaire et ferm de ,- qui contient U f pour tout oprateur
U et toute somme directe (L,) continue f jouit de la proprit

1) Voir ma note paru dans cc journal, Sur la reductibilit des anneaux des
opSrateurs.
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demande. Nous l’appelons la somme directe (L,) continue de
( eA).

Remarque. Nous pouvons trouver les plsieur exemples des sommes
directes (L) distributes continuellement. De plus, nous avons le suivant.

(3.4) Quand une somme directe (L) Y__2.:) est s@arable et
sommable (L), nous pouvons modifier la topologie de A de
manire que , est continuellement distribute.

4. Maintenant, nous consid4rons les fonctionnelles linaires dfinies
sur , . Soit m*(I’) une mesure de M. S.. Banach dfinie sur tout
sous-ensemble F de A qui est une prolongation de m(l’). Etant donn
un ensemble {} (2 e A), o est une fonctionnelle linaire et borne

sur , nous consid@ons un integrale (f)= (f)dm*, O f=
A,f. Quand il existe pour tout lSment de : et il est

borne sur celui-ci, nous l’appelons une somme directe extrieure

{} et nous la dsignons par (f .
Or, si F()=(f) est sommable ur A par rapport h m(1) pour

tout lment f=f de la somme directe (L,)-, nous
dirons que est sommable au sens de la fonctionnelle et nous
la dsignons par ,. Encore nous d6signons par ) l’en-
semble de toutes les sommes directes sommables au sens de
la fonctionnelle et nous l’appelons une somme directe de a"* ( e A),
otiS*k dsigne l’espace conjugu5 de .

(4.1) Quand nous dfinissons 1 norme ] d’une somme directe- (4 de par l’Sgalit

(.f)dm
]=born6 sup A

L
i), v est un espace lin6aire, norm5 et com-

plet, et nous avons

En particulier, toute fonctionnelle linSaire et borne sur
3 peut tre considre comme une somme directeLp

des fonctionnelles linaires et bornes sur qui est sommable
au sens de la fonctionnelle.

(4.2) Quand est continuellement distribute, nous avons
pour la somme directe (Lp) z continue

ofi.+)--=l et ,(]* est une somme directe (L)
p q

continue.
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Remarque. , (R) de (4.1) n’est pas ncessairement une somme
directe (L) des espaces -. En effet, il existe un exemple d’une
somme directe , (R) qui est sommable au sens de la fonctionnelle,
mais non pas sommable (Lq) comme une somme directe des lments
de . Voici tel exemple.

Soient A l’intervalle ferm (0.1), ( e A) les espaces linaires
qui sont gales l’espace hilbertien 5 des 2-dimensions et F0 un

sous-ensemble non mesurable de A. Alors, ]L (R) est continuelle-
ment distribute et donc tout lment f=-]L,f de la somme directe,. (R) continue peut tre considr une fonction sommable au sens
de M.S. Bochner dont les valeurs appartiennent (C) et le domaine
est A. Alors, quand nous dsignons par {h} (teA) un systme
orthogonal complet et normalis de 22, il existe pour chaque lment
f=_L,(R)f de _L(R) les lments h (/=1,2, ...) tels que f
( e A) soient contenus dans le sous-ensemble linaire et ferm dter-
mind par h, (/= 1, 2, ...), et donc nous pouvons criref sous la forme

f=]ah ( e A).
kl

Maintenant, nous dfinirons les fonctionnelles {} (2eA) par
l’galit

,(f)=2(h,f) pour eF0 et =(h,f) pour

Alors, la somme directe }_ (R) est sommable au sens de la fonc-
tionnelle. En effet, nous avons pour f=_L (f

,(f)=, pour =Z et =0 pour tel que Z (k= 1, 2, ...)

et donc, d’aprs la dfinition, F(,)=(f)est identiquement 0 sauf
peut-tre une infinite dnombrable des lments de A et done nous

I- F()dm=O, d’ofi

_
(R) est sommable au sens de la lone-avons

JA
tionnelle. Or, elle n’est pas sommable (L) au sens de la norme. En
effet, nous avons I1 =2 pour eF0 et =1 pour F0, d’ofi I[ est
non mesurable.

;. Puis, nous considrons une somme directe des oprateurs.
Etant dorm,s une somme directe (,,) ,L (R) des espaces et les
oprateurs A linaires et borns sur (2 e A), nous considrons une
oprateur A qui transforme f=_L, (R)f en Af=,L Af. Quand
il existe pour tout lment f de f, nous l’appelons la somme
directe extrieure de A et nous la dsignons par ] (R) A.

Or, si une somme directe des oprateurs transforme les 6.1ments
de ,(R) fi en celle-ci, nous dirons qu’elle est sommable au sens
de l’oprateur, et nous la dsignons par (R) A. Encore, nous
dsignons par )() l’ensemble de routes les sommes directes
2,(R) A sommables au sens de l’oprateur, et nous l’appelons une
somme directe de () (2 e A).
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(5.1) Quand nous dfinissons la norme AI d’une somme directe
A= A de (R) () par l’galit

AI =born sup IL @ Afl

o ", @f =V 0,

_
(R) () est un anneau des oprateurs sur

% (R) et faiblement fermi.

(5.2) Les oprateurs U de (3.3), o ,o()est une fonction sommable
et borne sur A, appartiennent . ( () et quand nous
dsignons par A le plus petit anneau des oprateurs qui
contient ces oprateurs U, nous avons

D’ofi, ( J,() est le plus grand anneau des oprateurs
sur _L, ( dont le centre est ,A.

(5.3) Quand -,L est continuellement distribute, ] ()
est une somme directe (L) de () ( e A).

Remarque. ])() n’est pas ncessairement une somme
directe (L) de ().

{}. Etant donn les anneaux g (2 e A) des oprateurs tels qu’on
air g () et une somme directe (L) __. ( , nous considrons
l’ensemble g de routes les sommes directes A-ff ( A telles qu’on
ait Aeg. Quand il remplit la condition" quelqus soient le sous-
ensemble F de A et l’oprateur A-_ A dfinie sur F sommable
au sens de l’oprateur tel qu’on air Ae (eF), il existe un
oprateur B de g tel qu’on air A--B sur [’ saul peut-tre un
ensemble de la mesure nulle, nous dirons que est sommable, que
g est une somme directe des anneaux g et nous la dsignons par


