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91. Sur les sommes directes des espaces linéaires.

Par Motokiti KoNDO.
L’institut mathématique, P'université impériale de Kyusyu, Fukuoka.
(Comm. by S. KAKEYA, M.IA., July 12, 1944.)

Pour voir la réductibilité des anneaux des opérateurs, il faut
rechercher préalablement la somme directe des espaces et celle des
anneaux des opérateurs. Or, comme nous avons vu dans la définition
de M. S. Banach? sur la somme directe d’'un nombre fini des espaces, elle
dépend intimement la topologie qui définit lui et en effet il y a diverses
sommes directes de ceux. Donc, nous devons rechercher respectivement
celles, mais dans cette note, nous nous bornons de rechercher la somme
directe (L,) (p =1).

1. Soient A un ensemble non vide, m™(I") une mesure extérieure
et réguliere de M.C. Caratheodory sur lui et m(I") la mesure des
ensembles mesurables I" de A par rapport & m*(I"). Etant donnés un
nombre positif p == 1 et un ensemble B; (e A) des espaces linéaires,
normés et complets qui correspondent & chaque élément de A, nous

désignons par 3z @ f; un ensemble {f:} (2 e A) des éléments tel qu'on

ait f,eDB; et SAlf‘ |Pdm <+ o, ou S désigne l'integrale extérieure par

rapport & m(I"), et nous l'appelons la somme directe (L,) des éléments
{f.} (Ae A). Encore, nous désignons par _}in @ B; 'ensemble de toutes
les sommes directes (L,) des éléments de B, (1e A) et nous Iappelons
la somme directe (L,) des espaces B, (1€ A).

Puis, nous définirons P'addition, la multiplication par un nombre
constant et la norme sur les éléments de ELPGL)SB; comme il suit,

c’est-d-dire, nous entendrons par la somme f+g¢g de deux éléments f
et g, la produit «f d’un élément f et un nombre « respectivement

ELP@(fx‘l'gz) et EL,,@flfa ol f=§Lp @f; et g=:2ij®gk Encore,
nous entendrons par la norme |f| d’un élément f=ZLp @ f; le nombre
Vi \uram.

Or, puisque deux éléments f et g de f],;p@%g tels quon ait

|f—g|=0 ne sont pas distincts essentiellement dans notre discussion,
nous dissons qu’ils sont équivalents I'un P'autre et les identifions.

1.1) iz,p@)% sont les espaces linéaires, normés et complets.

(1.2) Egur les sous-ensembles M, de B, (1€ A), nous désignons par
S5z, ®M; lensemble de tous les sommes directes (Ly) f=
ZLp @ f; telles qu'on ait feM, (AeA). Alors, si tous les

1) S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa, 1932.
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ensembles I, sont fermés dans Wi, EL DM, est aussi
fermé dans Z‘.L @ B,.

(1.3) Pour un sous-ensem_ble I’ de A, nous désignons par fr la
somme directe (L,) 3, ® g ot g;=fr Ael) et g;=0 AET).

Quand nous définissons la norme de fr par ’&/ Sr | fi [P dm,

I’ensemble de tous les éléments fr est un espace linéaire,
normé et complet. Nous le désignons par By.

(1.4) Quand A, (aelI) sont les sous-ensembles mesurables de A et
disjoints deux-id-deux, nous avons Br= ZL @M, , oa I
désigne un sous-ensemble measurable de A tel qu'on ait
m(lF—A,)=0 (e€I) et que tout sous-ensemble mesurable de
I’ de la mesure non nulle ne soit pas disjoints & tout ensemble
A, sauf peut-étre un ensemble de la mesure nulle.

2. Maintenant, nous considérons la mesurabilité des éléments de
LL @ B; et des sous-ensembles de celui. Quand un élément f=
ZL @ f; de ZL @® B, jouit de la propriété: F(1)=|f;|> sommable
sur A nous dlrons que f est sommable (L,) au sens de la norme et
nous le désignons par ZI ®@f;. Alors, I'ensemble I de tous les
éléments sommables (L,) au sens de la norme de }_\L ® B, est fermé
et de la forme étoile, c’est-a-dire, il est un ensemble de tous les
éléments situés sur quelques lignes droites qui passent 1’élément O,

mais non pas linéaire en général. Or, quand il existe un sous-ensemble
N de celui linéaire et fermé qui satisfait aux conditions :

(1) il est maximal, c'est-d-dire, il n’existe aucun sous-ensemble
linéaire et fermé de M qui contient proprement N,

(2) pour tout sous-ensemble I" de A, l’ensemble N, de tous les
éléments fr, ot fe N, est aussi maximal, c’est-d-dire, il n’existe
aucun sous-ensemble linéaire et fermé de By qui contient
proprement Ny et que ses éléments soient sommables (L,)
au sens de la norme sur I,

nous dissons que —iL ® B; est sommable (L,), et nous appelons N la
somme directe (L,) de B, (Ae A) et le désignons par ZL @® B,.

De plus, quand }_.L @® B; est sommable (L,), la somme directe (L,)

de ceux nest pas debermlnee univoquement. En effet, étant donnée
une somme directe (L,) N=2>1;, ®B;, nous considérons une fonction
o(2) définie sur A et qui prend 1 ou bien —1 comme ses valeurs.
Alors, 'ensemble de tous les éléments ELPGB o()f;, ol ZLPC-DJ‘}G‘R,

est une somme directe (L,) de B; (Ae A), mais elle est différent de N,
si (1) est non mesurable.

Or, il existe 337, ®%B, non sommable (L,). Voici tel exemple.

Soient A lintervalle (0,1), m(I") la mesure lebesguienne sur A, Iy un
sous-ensemble non mesurable de A tel que m*(I)=m*(A—Iy)=1 et
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Ry (k=1,2) les espaces unitaires des k-dimensions. Quand nous posons
B=R, pour Aely et B,=R;, pour 2&ly >, DB, n'est pas alors
sommable (L;). Pour le voir, nous supposons qu’elle est sommable
(Ly) et il existe alors la somme directe (L;) N=>1;, ®B;. Soit f=
S, ®f; un élément de M tel qu'on ait |f;|=1 presque partout de
A. Or, étant donné un élément ¢g=>);, ® g, de N, nous pouvons le
modifier en multipliant une fonction sommable w(2) sur ¢g; de maniére
que |g;|30 entraine |g,|=1. Nous pouvons alors décomposer A en
les trois parties A, (=0, 1,2) mesurables et disjoints deux-a-deux de
maniére que |f;+9;|=0 sur A;—1I =1sur A;—1Iy et =2 sur A,— 15
Done, la mesurabilité de f; et g, entraine |f,+9,|=0 sur A, =1 sur A,
et =2 sur A, respectivement sauf peut-étre un ensemble de la mesure
nulle, d’ott f,+g,=0 sur A, ¢,=0 sur A; et f,=g, sur A, sauf peut-
étre un ensemble de la mesure nulle et par suite 9,=¢,(A)fi—¢4,()f2
olt p,,(2) (k=1,2) désignent les fonctions caractéristiques de A.

Maintenant, nous prenons l’ensemble N, de tous les éléments fr,,
ou feN, et une somme directe (L;) g=>)z, D g; telle qu’on ait g,=Af;,
o A désigne un opérateur sur R, donné par (¢'=vy, ¥y’ =x). Alors,
g n’appartient pas & Np, et tout élément ag+h=>);, @ (ag;+h,), ol
h=>r, ®h,eNr,, est sommable (L;) au sens de la norme, d’ou 'en-
semble linéaire et fermé déterminé par g et 9y, contient proprement
RNr, et ses éléments sont tous sommables (L;) au sens de la norme sur
I, ce qni donne une contradiction et par suite >, ® B, est non
sommable (L,).

Puis, nous considérons la mesurabilité des sommes directes (L,)
des ensembles. Voici la définition. Quand un sous-ensemble IR de
ELp®%’l remplit la condition: pour tout élément f=2bp @ f; de
ZLPG-)EBA, E?s (fieM) est toujours mesurable, nous dirons que M est

sommable (L,). Or, une somme directe (L,) ZLZ,@‘JJEA des sous-
ensembles fermés M, de B, n’est pas necéssairement sommable (L,).

(2.1) La famille des sous-ensembles sommables (L,) de ELI,@%
est un corps borelien.

(2.2) Pour que > @B, est sommable (L,), il faut et il suffit que,
» A

quelsque soient les espaces B, linéaires, normés et complets

qui contient %,, in @® B, est sommable (L,) dans sz(BQASA.

3. Dailleurs, nous ne pouvons déduire de la mesurabilité d’une

somme directe (L,) ZLZ,@SBA Pétendue de celui & chaque élément 2,
de il, c’est-d-dire, étant donné une somme directe (L,) %=Z‘.Lp®§8,‘
= ZLp@%z et un élément 2y de A, 'ensemble des éléments f,, dans
tous les éléments f =2Lp @ f, de N n’est pas déterminé univoguement,

puisque chaque élément f de N est déterminé sauf peut-étre un ensemble
de la mesure nulle. Or, il faut savoir souvent ces ensembles dans
notre recherche, et pour remplire ces demandes, nous introduissons ici
la notion de la continuité sur les sommes directes (L,) des espaces.
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Pour cela, nous supposons que A soit un espace de M. F. Hausdorff
et bicompact. Alors, 'ensemble I de tous les éléments f=3>] L, ®@f; de

la somme directe (L,) tels que F(1)=|f,| soient continues sur A est
fermé et de la forme étoile, mais non pas linéaire en général. Or,
quand il existe un sous-ensemble N linéaire et fermé de M qui satis-
fait aux conditions :

(1) il est maximal, c’est-d-dire, il n’existe aucun sous-ensemble
linéaire et fermé de M qui contient proprement N,

(2) sauf peut-étre un ensemble de la mesure nulle de A, pour
tout élément 2, de A, U'ensemble de tous les éléments f;,
qui appartiennent au moins un élément f= ZL,, ®@f; de N

est partout dense dans 3,

nous dirons que i%® B, distribue continuellement, que tout élément
de N est continu, et nous appelons N le noyau continu de ELp@) B,.
De méme que le cas de la mesurabilité, le noyau continu de
Z‘Lp(@%l ne déiermine pas univoguement.

Or, quand ZL,, @ B, distribue continuellement, nous pouvons définir
une topologie sur ’ensemble @=/16211§B,1 de maniére que tout élément

continue Z% @ f, est aussi continu sur A par rapport i celui. Voici

la définition. Etant donné un élément f;, un nombre positif e, un
sous-ensemble ouvert 4 de A qui contient f;, et un nombre fini des
sommes directes (L,) continues g”‘”=2;,p®g‘,{" (k=1,2,...,m) telles

quon ait f,=¢%® (k=1,2,...,n), nous désignons par WU (f;,e¢, 4, 91, G2,
..., gn) ensemble de tous les éléments f; de & tels qu'on ait 1ed et
|fi—o®| <e (k=1,2,...,n) et nous 'appelons un voisinage de f;. Nous
définirons alors la topologie sur & par le systéme de ces voisinages.

(8.1) © est un espace de M.F. Hausdorff. La somme f+4g et la
produit «f, ol f et g appartient &4 un méme espace B,, sont
continues par rapport i respectivement f, g et «, f.

(3.2) Pour qu'une somme directe (L,) f=in @f,; de ELp@%" est
continue, il faut et il suffit que F(1)=f, est continue sur A.

(3.3) Une somme directe (L) i‘;,p@%x distribuée continuellement
est aussi sommable (L,) et il existe précisément une somme
directe (L,) qui contient le noyau continu de Z}Lp(-BEBA.

En effet, étant donnée une fonction (1) mesurable et bornée sur
A, nous désignons par U, un opérateur de ELPGD%A tel qu'on ait U,
=3, ® o)f;, o f=3,, ®f;. Alors, le plus petit sous-ensemble
lindaire et fermé de ZLZ,@%} qui contient U, f pour tout opérateur
U, et toute somme directe (L,) continue f jouit de la propriété

1) Voir ma note paru dans ce journal, Sur la reductibilité des anneaux des
opérateurs.
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demandée. Nous lappelons la somme directe (L,) continue de %,
(Ae A).

Remarque. Nous pouvons trouver les plusieur exemples des sommes
directes (L,) distribuées continuellement. De plus, nous avons le suivant.

(3.4) Quand une somme directe (L,) in’@?BJ est séparable et

sommable (L,), nous pouvons modifier la topologie de A de
maniére que Z‘Lp®%4 est continuellement distribuée.

4. Maintenant, nous considérons les fonctionnelles linéaires définies
sur E,,p P B,. Soit m*(I") une mesure de M. S. Banach définie sur tout
sous-ensemble I de A qui est une prolongation de m({’). Etant donné
un ensemble {¢,} (AeA), ol ¢, est une fonctionnelle linéaire et bornée

sur B, nous considérons un integrale dJ(f)=S e.(f)dm™, ou f=
A

Ez,p ®f;. Quand il existe pour tout élément de sz B YB; et il est
bornée sur celui-ci, nous Pappelons une somme directe extérieure

Or, si F'(1)=¢,(f)) est sommable sur A par rapport & m(I”) pour
tout élément f=}:]Lp @ f, de la somme directe (L,) ZLp @ B,;, nous
dirons que > @ ¢, est sommable au sens de la fonctionnelle et nous
la désignons par > @ ¢,. Encore nous désignons par >, b B; l'en-
semble de toutes les sommes directes > P ¢, sommables au sens de
la fonctionnelle et nous l'appelons une somme directe de B; (AeAd),
ol B désigne l'espace conjugué de B,.

(4.1) Quand nous définissons lz norme |¢| d’une somme directe
e=31® ¢, de >} @ B; par 'égalité

| ¢ |=borné su HA%UA)dm}
SAR R D ARV A N
ou >, ®f; %0, 1@ V) est un espace linéaire, normé et com-
plet, et nous avons
(21,2) @YY =@ B .
En particulier, toute fonctionnelle linéaire et bornée sur

>, ® B, peut étre considérée comme une somme directe

des fonctionnelles linéaires et bornées sur B, qui est sommable
au sens de la fonctionnelle.

(4.2) Quand if,;,p @® B, est continuellement distribuée, nous avons
pour la somme directe (L,) Xz, ® B; continue
(ZLZ) @ B,)" =2, ® By,
ol 1 —1-—1 et Z‘.Lq @ BF est une somme directe (L,)
q

Y4
continue.
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Remarque. > ® B de (4.1) n’est pas nécessairement une somme
directe (L,) des espaces B;. En effet, il existe un exemple d’une
somme directe > @ ¢; qui est sommable au sens de la fonctionnelle,
mais non pas sommable (L,) comme une somme directe des éléments
de B;. Voici tel exemple.

Soient A lintervalle fermé (0.1), B; (1e A) les espaces linéaires
qui sont égales & lespace hilbertien $ des 2%-dimensions et I un
sous-ensemble non mesurable de A. Alors, ZLIJ @® B, est continuelle-
ment distribuée et donc tout élément f =2Lp @ f, de la somme directe
ZLp @® B, continue peut étre considéré une fonction sommable au sens
de M.S. Bochner dont les valeurs appartiennent & $ et le domaine
est A. Alors, quand nous désignons par {h,} (1eA) un systéme
orthogonal complet et normalisé de 9, il existe pour chaque élément
f=ELp @f, de ZLp®%A les éléments h,, (k=1,2,...) tels que f;
(Ae A) soient contenus dans le sous-ensemble linéaire et fermé déter-
minéw par h, (k=1,2,...), et donc nous pouvons écrire f; sous la forme :

fl = kz_.‘!l (lﬂﬂkhﬂk (l € A)'

Maintenant, nous définirons les fonctionnelles {¢;,} (e A) par
Pégalité

ol f)=2h;, f;) pour Aely et =(h, f;) pour AEly.

Alors, la somme directe > @ ¢, est sommable au sens de la fone-
tionnelle. En effet, nous avons pour f=§]Lp @ fi

901(f/l)=”n/c/tk pour A=y, et =0 pour A tel que 13 (k=1,2,...)

et done, d’aprés la définition, F'(2)=¢,(f;) est identiquement 0 sauf
peut-étre une infinite dénombrable des éléments de A et donc nous

avons SAF(A)dm=O, dott > @ ¢; est sommable au sens de la fonc-

tionnelle. Or, elle n’est pas sommable (L,) au sens de la norme. En
effet, nous avons | ¢, |=2 pour Ael}, et =1 pour 1€y dou |¢,| est
non mesurable.

5. Puis, nous considérons une somme directe des opérateurs.
Etant donnés une somme directe (L,) >3, ® B, des espaces B; et les
opérateurs A, linéaires et bornés sur B, (AeA), nous considérons une
opérateur A qui transforme f=_§—ij ®f, en Af=§Lp® A,f,. Quand
il existe pour tout élément f de EL:} @® f;, nous lappelons la somme
directe extérieure de A; et nous la désignons par > @ 4,.

Or, si une somme directe des opérateurs transforme les éléments
de Z‘.Lp @ B,f; en celle-ci, nous dirons qu’elle est sommable au sens
de Yopérateur, et nous la désignons par >1@® A,. Encore, nous
désignons par > @ Z(B,) Vensemble de toutes les sommes directes

S1® A; sommables au sens de lopérateur, et nous l’appelons une
somme directe de Z(B,) (1e A).
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(5.1) Quand nous définissons la norme |A| d’une somme directe
A=>1D A4, de > ® &E(B,) par I'égalité

> @Axle‘
IELp@')fxl ’

oll ELp D10, SIDZAB,) est un anneau des opérateurs sur
>, @B, et faiblement fermé.

| A|=borné sup

(56.2) Les opérateurs U, de (3.8), ou w() est une fonction sommable
et bornée sur A, appartiennent & > ® Z(VB,) et quand nous
désignons par 3, le plus petit anneau des opérateurs qui
contient ces opérateurs U,, nous avons

/1;=8/A et 3,=>1® ZAY).

Doti, > @ Z(B;) est le plus grand anneau des opérateurs
sur 2‘% @® B, dont le centre est 3,.

(6.3) Quand —E_I,p @ B, est continuellement distribuée, > D ZE(B,)
est une somme directe (L) de Z(B;) (A€ A).

Remarque. > @® Z(8B;) n'est pas nécessairement une somme
directe (L.) de Z(B,).

6. Etant donné les anneaux £, (Ae A) des opérateurs tels qu'on
ait ; < Z(B,) et une somme directe (L,) 2% @® B,, nous considérons
I’ensemble £ de toutes les sommes directes A= ® A4, telles quon
ait A;e ;. Quand il remplit la condition: quelqus soient le sous-
ensemble I de A et lopérateur A=>) ® A, définie sur /7 sommable
au sens de lopérateur tel quon ait A,e; (Ael'), il existe un
opérateur B de & tel qu'on ait A,=B, sur I’ sauf peut-étre un
ensemble de la mesure nulle, nous dirons que £ est sommable, que

M est une somme directe des anneaux £, et nous la désignons par
1@ M,



