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Une mthode oprationnelle dans la thorie
des hombres naturels.

Par Motokiti KONDS.
L’institut mathmatique, l’universit impriale de Kyusyu, Fukuoka.

(Comm. by M. FJIWARA M.I.A., Oct. 12, 1944.)

Le but de cette noe est de dvelopper la thorie axiomatique de
G. Peano sur les hombres nature]s au point de rue des operations.
Une operation que je dis ici est une correspondance univoque qui fait
correspondre un hombre naturel t chaque celui, et je dfinis l’addition
et |a multiplication de deux hombres naturels par les compositions des
operations que nous les appelons linaire et additives respectivement.
Alors, l’associativit de l’addition et de ]a multiplication sont obtenue
sans peine par celle de la composition des operations et de mme pour
la distributivit. La commutativit de l’addition et de la multiplica-
tion sont dmontres par l’unicit des operations. Ce mthode n’est
pas essentiellement distincte de celle considre ordinairement dans ]a
thorie des hombres naturels de G. Peano, mais il nous parait que
l’addition et ]a multiplication des hombres naturels sont donnes plus
naturellement par la notion des operations.

1. Soit N l’ensemble de tous Ies nombres naturels dtrmins
par le systme des axiomes de G. Peano1). Quand une operation F(x)
dfinie sur Net dont le contre-domaine est situ dans N remplit la
condition

pour tout nombre naturei x, elle s’appelle linaire. Par exemple
et I(x)= x dfinies sur N tout entier sont lin(eaires. Nous avons d’abord
sur elles le

Th(orme 1. Toute opdration lindaire F(x) est ddterminde com-
plOtement par F(1).

Dmonstration. Soient F(x) et G(x) les operations linaires telles
qu’on air F(1)=G(1). L’ensemble M des hombres naturels x tels qu’on
ait F(x)=G(x) satisfait aux conditions a) et b) de V. En effet, on a
par la supposition F(1)=G(1) et donc l eM. Puis, xeM entraine

F(x)=G(x) et par suite (F(x))’=(G(x))’ d’aprs II, ce qui donne par

1) Le systme des axiomes de G. Peano sur les nombres naturels est bien connu,
mais pour le citer, nous le posons ici.

I. 1 est un nombre naturel.
II. A chaque nombre naturel x, il existe prcisment un nombre naturel appel4

le suivant de x et dsigne par x. Pour deux nombres naturels x et y, x=y entraine

III. On a toujours x -1 pour tout nombre naturel x.
IV. Pour deux hombres naturels x et y, x/=y entraine x=y.
V. Soit M un ensemble des nombres naturels tels qu’on ait
a) 1 e M, b) x e M entraine x e M.

Alors, M contient tous les nombres naturels.
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la dfinition (t)__G(,), c’est-t-dire, ate M. Donc, M remplit a) et
b) de Vet par suite M contient tous les nombres naturels, d’ofi
()--G() pour tout hombre naturel . C.Q.F.D.

Pour une operation lineaire (x), quand nous avons F(1)--1, elle
remplit F(x)--x pour tout nombre naturel . Quand nous avons
(1) = 1, il existe d’aprbs le

Lemme 1. Pour tout hombre naturel x tel qu’on air x-1, il
existe exactement un hombre naturel y tel qu’on air
un hombre naturel y qui satisfait F(1)=y’ et donc d’apris le
thorime 1, elle est dtermin6e complitement par y. D’ofi, nous la
dsignons par (x). Par exemple, nous avons

Thorme 2. Pour tout hombre naturel y, il existe l’opdration
linaire (x).

Dmonstration. Quand nous dsignons par M l’ensemble des
nombre naturels y pour lesquels il existe ((x), il remplit les conditions
a) et b)de V. En effet, F(x)=x’ est linaire et on a F(1)=I’, ce
qni entraine 1 e M. Puis, lorsqu’on a y e M, il existe () et F()=

((x))’ est aussi linaire. En effet, c’est donn par l’galit F(x’)=

(O(x’))’= (((x))’)’= (F(x))’ et F(1)= ((1))’=(y’)’, ce qui donne
F(x)=,(x) et par suite y’e M. Done, M remplit a) et b) de V, d’ofl
il contient tous les hombres naturels, c’est--dire, il existe ,(x) pour
tout nombre naturel y. C.Q.F.D.

2. Maintenant, nous dfinirons l’addition des nombres naturels
comme il suit, c’est--dire, pour deux nombres naturels u et v, nous
entendrons par la somme de u et v le nombre naturel w tel qu’on ait

et nous la dsignons par u/v. Or, pour compl4ter cette dfinition, il
faut de voir l’existence de la somme de deux nombres naturels, et
c’est donn( par le suivant.

Thorime 3. Pour deux hombres naurels u et v, F(x)--C((x))
est lindaire et F(1) -1.

Dmonstration. Comme

(,((x)))’, F(x)est lin(aire. Or, nous avons

(P,(v’)= ((P,(v))’ et donc F(1):k 1. C.Q.F.D.
Puis, il faut considrer la relation entre l’addition et l’6galit6 des

hombres naturels. Nous avons pour cela le
Th6orime 4. s u ett,= v entrainent s+ t u+ v.
En effet, s=u entraine d’apris le th6orme I ,(x)=C(x), et de
Ct(x)=(x), d’ofi (P,(0(x))=(P((P(x)), c’est--dire, s+t=u+v.

C. Q. F. D.
Or, la transitivit6 et la commutativit6 de l’addition sont obtenues

omme il suit.
Th6orme 5. Pour trois hombres naturels u, v et w, nous avons

(u+v)+w=u+(v+w).
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Dmonstration. C’est obtenu par la transitivit de la composition
des op(rations. En effet, nous avons sans peine ()=(),
ce qui entraine (u-Fv)-Fw=u+(v+w). C.Q.F.D.

Lemme 2. Pour
effet, nous avons d’aprs la dfinitionEn

((x))’=(’)--((a,(c))=/(x), d’o 1-Fu=u-F 1. En autre part,

P+(1)=((1))’=(u’)’ entraine 1-Fu=u’.
Lemme 3. Pour deux nombres naturels u et v, nous avons

u+v’ (u+ v)’.
En effet, d’aprs le thorime 5 et le lemme 2, nous avons u’-Fv=

u -F 1) -F v u -F (1-Fv u+ v’ u -F v -b 1) u-F v - 1 u-v ’.
Thorme 6. Pour deux nombres naturels u et v, nous avons

u-Fv v -F u.
Dmonstration. Nous dfinirons d’abord deux operations zur N

F(x)=x+v et G(x)=v-Fx. Elles sont alors linaire. En effet, nous

avons d’apris le lemma 3 F(x’) x’-t- v (x-F v)’ (F(x))’ et de mme
G(x’)=(G(x))’, d’ofi elles sont linaires. Or, nous avons d’aprs le
lemme 2 F(1)=I-Fv=v-F1 =G(1), ce qui entraine d’aprs le thorme 1
F(x)=G(x), ce qui entraine en particulier F(u)=G(u), c’est--dire,
u-Fv=v+u. C.Q.F.D.

3. Quand une operation F(x) dfinie sur Net dont le contre-
domaine est situe dans N remplit pour deux nombres naturels u et v

F(u+v)=F(u)/F(v)

F(.x) s’appelle additive. Par exemple, F(x)=x+x et I(x)=x dfinie
sur N sont additives. Or, nous avons de mme que le thorme 1

Thorme 7. Toute opdration additive F(x) est ddterminde com-
plOtement par F(1).

Dmonstration. Etant donnes deux operations additives F(x) et
G(x) telles qu’on ait F(1)=G(1), nous dsignons par M l’ensemble des
hombres naturels x tels qu’on ait F(x)=G(x). I1 satisfait alors aux
conditions a)et b)de V. En effet, on a par la supposition F(1)---G(1)
et donc I e M. Puis, x e M entraine F(x)=G(x), ce qui donne F(x’)=
F(-F1)=F(x)-FF(1)=G(x)-FG(1)=G(x-F1)=G(x’) et donc x’eM.
Donc, M remplit a) et b) de V et par suite M contient tous les
nombres naturels, c’est--dire, F(x)=G(x) pour tout hombres naturel

C. Q. F. D.
Quand nous avons F(1)=y pour une operation additive F(x),

nous la dsignons par (x). Nous avons alors
Thorime 8. Pour tout nombre naturel y, il existe l’opdration

additive ().
Dmonstration. Quand nous dsignons par M l’ensemble des nom-

bres naturels y pour lesquel il existe ,(x), il remplit les conditions
a) et b) de V. En effet, F(x)=x est additive et on a F(1)=I, ce qui
donne 1 e M. Puis, lorsqu’on a y e M, il existe (x) et F(x)=,(x)-Fx
est aussi additive. En effet,, nous avons F(u-F v) (u-Fv)-i- (u-F v)
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()(u)/(v))+(u/v)=((P(u)-t-u)-t-((v)-t-v)=F(u)-t-F(v) et de
plus F(1)=(1)+l=y-t-l=y’, ce qui donne F(x)=-,(x) et done
y’e M. Donc, M remplit les conditions a) et b) de V, d’ou M contient
tous les nombres naturels, c’est--dire, il existe (x) pour tout nombre
naturel y. C.Q.F.D.

4o Or, pour la somme de deux operations additives, nous avons le
Thorme 9. Pour deux nombres naturets u et v, nous avons

()+(x) /(x).
Dmonstration. Quand nous posons F(x)= (P,(x)/ (P(x), nous avons

F(x-t- y) (x+y) -t- (P(x-t- y) (x) -I- (y) /(x)+(y) F(x)+F(y)
et donc F(x) est additive. Or, nous avons F(1)=(1)-t-,(1)=u-t-v
et par suite, F(x) /(x), c’est--dire, (x)+ (P(x)= /(x).

C. Q. F. D.
S. Puis, nous dfinirons la multiplication des hombres naturels.

Voici la dfinition. Etant donns deux nombres naturels u et v, nous
appelons le nombre naturel, w tel qu’on ait (Pw(x)= (P((Pv(x)) la produit
de u et v, et nous le dsignons par uv. Or, de mme que le cas
de l’addition, il faut voir l’existence de la produit de deux nombres
naturels et c’est donn par le suivant.

Whorime 10. Pour deux nombres naturels u et v,
est additive.

Dmonstration. Nous avons d’aprs la dfinition F(x+y)=

et donc F(x) est additive. C.Q.F.D.
Puis, il faut considrer la relation entre la multiplication et

l’galit des nombres naturels et nous avons de mme que le thorme
4 le

Thorme 11. s=u et t=v entrainent st=uv.
Encore, nous avons de mme que le th(orime 5 le
Thorme 12. Pour trois hombres naturels u, vet w, nous avons

(uv)w=u(vw).
Puis, nous avons sur la distributivit le suivant.
Thorme 13. Pour trois hombres naturels u, v et w, nous avons

u(v-t-w)-uv-l-uw et (vWw)u---’-vuTwu.
En effet, nous avons (+)

(P+(P d’ou u(v+w)=uv+uw, et de mme nous avons (v+w)u=
vu+wu. C. Q. F. D.

Enfin, nous considrons la commutativit de la multiplication. Pour
cels, nous posons quelques lemmes.

Lemme 4. Pour un nombre naturel u, lu ul u.
En effet, (x)=((x)) (x)= (P((P(x)) (P(x), ce qui en-

traine lu ul u.
Lemme 5. Pour deuce nombres naturels u et v, nous avons

uv+v et uv’=uv+u.
En effet, nous avons d’aprs le theorY.me 13 et le lemme 4

(u+ 1)v=uv+ lv=uv+v et uv’=u(v+ 1)=uv+ul =uv+u.
C. Q. F. D.
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Thorme 14. P

Dmonstration. Nous dfinirons d’abord sur deux operations
’()--v et (()--v. Elles est alors additives. En effet, nous avons
d’aprs le thorme 13 (/)--(/)--/--()/F(), d’o5
() est additive, et de mme (() est additive. Or, nous avons
d’aprs le lemme 4 (1)-1-1--(1) et donc d’aprs le thorme 7
nous avons ()((). En larticulier, nous avons ’()--((), c’est-
-dire, --. C. . F. D.


