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Mathematisches Institut, Tokyo Kogyo Daigaku.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 12, 1944.)

Im folgenden will ich wiederum das friiher von mir untersuchte
Problem aufnehmenl>,--das Problem yon A. Well,2> das lutet: Ent-
halten alle Darstellungsklassen der Fundamentalgruppe der geschlossenen
Riemannschen F1/iche die unitaren Darstellungen oder nicht ? In dieser
Arbeit ist das Problem (p 1) im bejahenden Sinne gelSst. Dazu seien
zun/ichst einige Hilfss/itze vorausgeschickt.

Hilfssatz 1. Wenn di Eigenwere in der I/erzwegungspunkten
festgesetzt sind, is die Mannigfaltigkei aller Darstdlungen zusam-
nenhngend.

Beweis. In seien zwei beliebige Darstellungen

At, B, As, B2, Av, B, C,( F,D,F(I), C2( F.D2F) C( FDF)

FiDF ), (ffiD-)... C( ,,A, B, A, B, A, B, C( ’-’ w,n

gegeben, wo D1, D D Diagonalmatrizen der vorgeschriebenen Eigen-
werte sind. Nun sind in. die Teilmannigfaltigkeiten mit der Bedin-
gungen IAl=0, IB,.I--0... IA, I--0, [Bi--0, IFl--0,...Irl--0 und
(A,., B.... Av, By, F1 F)= 0 eingebettet, wo (A,., F) die sym-
metrische Funktion H(1 2,)H(1- 2d,)H(1 2,tit,) H(1 2a L) der
Eigenwerte , der Matrix A*B;XAzBz... A,BvCx... Q,. deshalb eine
rationale Funktion der Az, B., Av, B, F’... F ist. Alle diese Mannig-
faltigkeiten sind hSchstens (m-2)-dimensionaP) (m=4r(p-1)+2rl),
so kann man die Punkte mit stetiger Kurve verbinden, ohne jene
Mannigfaltigkeiten zu schneiden. Dann kann man durch einen Kunst-
grif die dazu entsprechenden Ax und Bx stetig bestimmen. Damit
kSnnen jene zwei Punkte mit stetiger Kurve verbunden werden.

Hilfssatz 2. sei der Raum aller Darstellungsklassen, so s er
auch zusammenhngend.

Beweis. Nach einem Satz fiber den Zerlegungsraums), ist die
topologische Eigenschaft des Zerlegungsraumes eindeutig bestimmt.
Wenn 9 nicht zusammenh/ingend wre, d.h. 9l=-t-?12, wo beide, 9l. abgeschlossen sind, so wiirde dementsprechend in zwei abge-

1) H. Tbyama, Zur Theorie der hyperabelschen Funktionen, Proc. 19, (1943), 415-
419. (Ira folgenden zitiert mit HA, I).

-, Ober die Darstellungsklassen der Fundamentalgruppe, Proc. of the Physico-
Math. Soc. of Japan, 26 (1944).

2) A. Weil, Gnralisation des fonctions abliennes, Journal de math4matiques
pures et appliques, 17 (1938), 47-87.

3) In dieser Arbeit ist unter dem Wort ,,Dimension" nur die topologische
Dimension verstanden.

4) HA, I.S. 417.
5) Alexandroff-Hopf, Topologie, I.S. 63 und 96.
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hlosne Mengen rspal,--was d Hilfstz 1 derspcht.
Hilfssatz 3. unir Darusen abgn.
Beweis. Denn die unire Eigenft der Matrix ist genfi

dem Limifiemngsverfa invariant.
Hilfssatz 4. In l d irruz Darusks

d@ N-di offe Menge.
Bewds. Ffir die Btimmung &r DimensionszahW genfi e,

das Verhaln d Schni von und (die Menge aller uniren

atzen r-n Gres) in gmgebung d Dffi d. zu sdieren,

wo

L= LD= d,

d
Die definierenden Gleichungen ffir sind

/A, ,ffiE I A ffiE wo A ffiDA
und ffir sind

LDA-z-DA- f,-*+f@’-+ +fi_,z 0

ffir liebige z, d.h.

/,=A== =f_,ffi o.
Zersptung nh rllen und imanfiren Teilen bt die 2(-1)
Gleichungen, ar die wenflich verhienen un ihn sind r-l,
denn, wenn A unir ist,

DA (-’+’-’+...+_,)=( DAI[DI--[ZDI- )

-LDA)
=(-),(f,_,-+f_,-+ ...+f,)

d. h. AD ( 1)f_

Daher sind dic wnflich unangen n r-1. Al sind die
deflnierenden Gleichungen insgesamt d+v- 1.

Nun wollen wit die liner unabngen Differtiale in Umgeng
des D stimmen. t wit

AffiE+dA
mu dAffiH, wo dH eine Hermihe aix ichn. r
erlt man aus r-1 Gleichung unr Vemhling der Gli

hSheren Gres,

1) Der in HA, I davon gegebene Bewei it nicht streng, welcher hier vervoll-
sflindig werden o11. Die bier benutzten Bedingungen sind dieelbe wie in HA, I.
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welehe nur die Elemente in Hauptdiagonale entha]bn, und deren
sungen eindeutig bis auf einen Proportionalititsfakbr stimmt
werden

dAl=dA=dA= =dA

und dai dA mussen smtlich rein imaginr sein. Hiermit ist es
klar, dass die linear unabhRngigen unter den 2r Differentialen genau
-r+1 sind. Somit ist der Rang der Funktionalmatrix der rS+r-1
definierenden Gleichungen genau

2-(rS-r+1)=rs+r- 1,

so ist die Dimensionszahl yon Schnitte rS-r+ 1. Ffir solche A
1Rsst sich r-dimensionale B bestimmen, daher ist die gesam Dimen-
sionszahl rs+ 1. So ist die Dimenonszahl der ganzen uniren Dar-
stellungen

v(2p 1)+ 1 +2 NN,

da er relle Tail einer algebraischen Mannglaltigkeit wieder eina
Mannialtigkeit ist).

Wenn ene Darstellung (s) irreduzil ist, und ausserdem icht-
exzeptionelln, so ist ihre Umbgbg rch Cayleysnhe Translormationen

A- I iH B I i’’
l+iH 1+"Hi 1+

auf dem Euklidischen Raum yon r(2p 1) + 1+2 N,N Dimen-

sionen abgebildet, und nach dem Schurschen Lemma, die Darstellungs-
klasse der U(s) ist genau (r-1)-dimensionals), so ist die Menge der
Darsllungsklassen in dien Umgebung genau N-dimensional. Wenn sie
exzeptionell ist, dann kann man die Umgebung der U(s) durch Trans-
formation U(s) U(s), [2[= 1 unr gigneter Wahl von 2 auf denen
der nicht-exzeptionellen 2U(s) topologisch abbilden, und dai ist die
quivalenzrelation gegenfir dieser Transformation invariant. Hiermit
ist die pologische Struktur der in der Umgebung der U(s) gleich-
wertig mit denen der 2 U(s), also ist der Hilfssatz ausnahmelos bewieen.

Hilfssatz 5. In bilden die reduziblen Darstellungsklsen
die Menge yon hScte N-2 Dimenen.

Beweis. Sei eine Darsllungsklasse reduzibel, so enthlt sie die
Darsllung

U’(s) ot
o U"(s)/

1) S. Lefschetz, Topology, 1930, S. 363.
2) H. Weyl, Classical groups, (1939), S. 56.
3) HA, I.S. 419.
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wegen der vollstRndigen Reduzibilitit der unitiren Matrizensysteme)

wo (s) bzw. "(s) r’-, bzw. r"-dimensional und die Anzahl der
2a

Eigenwerte e m -te VerzweingspunktN bzw. N" sind. Nach
Hilfssatz 4 sind die Dimensionen N’ und N" der U(s) und U"(s)

N’ 2r’(p- 1) +2+2 ,
N"=2r"(p 1)+2+2

Die Differenz ist
r N" 2

a
Die gesamte Dimensionszahl ist daher hSchstens

Satz. Wenn das Geschlecht 1 dann enthal$ ]ede Darstellungs-
klasse der Fundaentalgruppe der geshiossenen Rieannschen FlOche
immer unitre Darstelfungen.

Beweis. r= 1 ist der klassische Fall. Der Fall r > 1 ist unsere
Aufgabe. Wie A. Well gezeigt hat, ist eine N-dimensionale Mannig-
/altigkeit. Wnn es eine Darstellungsklasse gibt, welche keine unitEre
Darstellung enthElt, so kann man in zwei disjunkte Teile zerlegen

=+(-)

ist abgeschlossen nach Hilfssatz 3, so muss- often sein, daher
ist sie N-dimengonal. Nach Hilfassatz 4 ist die Begrenzung der
in enthalten, aber sie ist nach Hilfssatz 5 hSchstens (N-2)-dimen-
sional. Dies widerspriaht der Eigenscha/t der Begrenzun. Also muss- leer sein, nd so ist =. Damit ist der obige Satz voll-
stEnd bewiesen.

1) van der Waerden, Moderne Algebra, II. 2-te Auflage (1940), S. 135.
2) H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliche, 1923, S. 130.
3) K. Menger, Dimensionstheorie, 1928, S. 268.


