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114. Zar Theorie der hyperabelschen Funktionen, II.

Von Hiraku TOYAMA.
Mathematisches Institut, Tokyo Kogyo Daigaku.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA,, Oct. 12, 1944))

Im folgenden will ich wiederum das frither von mir untersuchte
Problem aufnehmen®,—das Problem von A. Weil,? das lautet: Ent-
halten alle Darstellungsklassen der Fundamentalgruppe der geschlossenen
Riemannschen Fléache die unitdren Darstellungen oder nicht? In dieser
Arbeit ist das Problem (p > 1) im bejahenden Sinne gelost. Dazu seien
zundchst einige Hilfssitze vorausgeschickt.

Hilfssatz 1. Wenn die Eigenwerte in der Verzweigungspunkten
Sestgesetzt sind, ist die Mannigfaltigkeit M aller Darstellungen zusam-
menhdngend.

Beweis. In I seien zwei beliebige Darstellungen

An Bh Az, Bz, Am Bm Cl(=F 1D1F 1 1), Cz( =F, 2Dze— 1) Cz(=FzDzFf 1)
A}, B}, A}, B, ... Ay, B}, Ci(=FiD\Fi™), Ci(=FiD,F" ™) ... Ci(=FiD,F;™)

gegeben, wo Dy, D, ... D; Diagonalmatrizen der vorgeschriebenen Eigen-
werte sind. Nun sind in-I die Teilmannigfaltigkeiten mit der Bedin-
gungen | 4;|=0, | B;|=0...|4,|=0, | B,|=0, | F}|=0, ... | F;|=0 und
Ay By ... Ap, B, F, ... F)=0 eingebettet, wo ¢(4,, ... F;) die sym-
metrische Funktion /7(1 —2)I1(1—2A:)T(1—2:A54,) ... II(1 — 22 ... A5) der
Eigenwerte A; der Matrix A;'B;'A4,B;... A,B,C,... C,- deshalb eine
rationale Funktion der A;, B, ... 4,, B, Fy... Fyist. Alle diese Mannig-
faltigkeiten sind héchstens (m—2)-dimensional® (m=41‘2(p—1)+27’l),
so kann man die Punkte mit stetiger Kurve verbinden, ohne jene
Mannigfaltigkeiten zu schneiden. Dann kann man durch einen Kunst-
griff® die dazu entsprechenden A4; und B, stetig bestimmen. Damit
konnen jene zwei Punkte mit stetiger Kurve verbunden werden.

Hilfssatz 2. I set der Raum aller Darstellungsklassen, so ist er
auch zusammenhdngend.

Beweis. Nach einem Satz iiber den Zerlegungsraum®, ist die
topologische Eigenschaft des Zerlegungsraumes N eindeutig bestimmt.
Wenn N nicht zusammenhidngend wire, d.h. N=9+N;, wo beide
Ny, N, abgeschlossen sind, so wirde M dementsprechend in zwei abge-
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3) In dieser Arbeit ist unter dem Wort ,, Dimension* nur die topologische
Dimension verstanden.

4) HA, LS. 417.

6) Alexandroff-Hopf, Topologie, I.S. 63 und 96.
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schlossene Mengen zerspalten,—was dem Hilfssatz 1 widerspricht.
Hilfssatz 8. Die unitiren Darstellungsklassen sind abgeschlossen.
Beweis. Denn die unitire Eigenschaft der Matrix ist gegeniiber
dem Limitierungsverfahren invariant.
Hilfssatz 4. In N bilden die irreduziblen Darstellungsklassen 9.
die N-dimensionale offene Menge.
Beweis. Fir die Bestimmung der Dimensionszahl” geniigt es,
das Verhalten des Schnittes von 9 und U (die Menge aller unitiren
s 0

Matrizen r-ten Grades) in Umgebung des D=( d’., ) zu studieren,

0 d.
A 0
L=| *. |,
0o

dy, 0
LD==( das, )
0 d‘r
Die definierenden Gleichungen fiir 1 sind
1A4,=E, AA=E, wo A;=DA

wo

und fir M sind
|LDA—=|~|DA-u|=fu "'+ for*+ - +f-@=0
fiir beliebige x, d. h.
fi=fe=fi=-=f11=0.

Zerspaltung nach reellen und imaginiren Teilen gibt die 2(r—1)
Gleichungen, aber die wesentlich verschiedenen unter ihnen sind »-—1,
denn, wenn A unitir ist, so

| DA | (fim '+ "%+ - +f,-)=(DA| | DA—x|-| LDA—- x|)
=| E-Dda|~| B~ LDAz|=2'( %-DA'—'%—LDAD

=(=1Y(fo™ S+ o+ fr0)
d.h | AD | fi=(=1Y fr-.

Daher sind dic wesentlich unabhiingigen nur »—1. Also sind die
definierenden Gleichungen insgesamt r*+»—1.

Nun wollen wir die linear unabhingigen Differentiale in Umgebung
des D bestimmen. Setzen wir

A=E+dA

so muss dA=idH, wo dH eine Hermitesche Matrix bezeichnet. Fiir
M erhilt man aus r—1 Gleichungen unter Vernachldssigung der Glieder
hoheren Grades,

1) Der in HA, I davon gegebene Beweis ist nicht streng, welcher hier vervoll-
stindigt werden soll. Die hier benutzten Bedingungen sind dieselbe wie in HA, 1.
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(v—di(1+dAn)) (2~ de(1+dAw))- = (v—Ady(1+dAy) )+

welche nur die Elemente in Hauptdiagonale enthalten, und deren
Losungen eindeutig bis auf einen Proportionalititsfaktor bestimmt
werden

dA11=dA22=dA33= oo =dA,m ,

und dabei dA; mussen simtlich rein imaginir sein. Hiermit ist es
klar, dass die linear unabhingigen unter den 2r? Differentialen genau
2—r+1 sind. Somit ist der Rang der Funktionalmatrix der r*+4r~—1
definierenden Gleichungen genau

2 —(r*—r+1)=r*+r-1,

so ist die Dimensionszahl von Schnitte MU 7*—r-+1. Fiir solche 4,
lasst sich r-dimensionale B; bestimmen, daher ist die gesamte Dimen-
sionszahl »+1. So ist die Dimensionszahl der ganzen unitiren Dar-
stellungen

r*(2p—1)+1+2 % %NMN,JB )

da der reelle Teil einer algebraischen Mannigfaltigkeit wieder eine
Mannigfaltigkeit ist®.

Wenn eine Darstellung U(s) irreduzibel ist, und ausserdem nicht-
exzeptionell®, so ist ihre Umbgbung durch Cayleysche Transformationen

1—iH 1—iH] 1—3HY
A—-="%h  p=rTUh o 1Tk
Y 1+4E, YT 14eH] T 1rHY

auf dem Euklidischen Raum von 7‘2(2p—1)+1+22‘<v_.ﬂN,,,,N,43 Dimen-
L oa

sionen abgebildet, und nach dem Schurschen Lemma, die Darstellungs-
klasse der U(s) ist genau (r2—1)-dimensional®, so ist die Menge der
Darstellungsklassen in diesen Umgebung genau N-dimensional. Wenn sie
exzeptionell ist, dann kann man die Umgebung der U(s) durch Trans-
formation U(s) — 2U(s), | 2|=1 unter geeigneter Wahl von 1 auf denen
der nicht-exzeptionellen AU(s) topologisch abbilden, und dabei ist die
Aquivalenzrelation gegeniiber dieser Transformation invariant. Hiermit
ist die topologische Struktur der M in der Umgebung der U(s) gleich-
wertig mit denen der AU(s), also ist der Hilfssatz ausnahmelos bewiesen.

Hilfssatz 5. In N bilden die reduziblen Darstellungsklassen N,
die Menge von hichstens N—2 Dimensionen.

Beweis. Sei eine Darstellungsklasse reduzibel, so enthilt sie die

Darstellung
(U’(s) 0)
0 U"(s)

1) S. Lefschetz, Topology, 1930, S. 863.
2) H. Weyl, Classieal groups, (1939), S. 56.
8) HA, L.S. 419,
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wegen der vollstindigen Reduzibilitit der unitiren Matrizensysteme®
wo U’(s) bzw. U’(s) r'-, bzw. r”-dimensional und die Anzahl der

- 2ra
Eigenwerte en im p-te Verzweigungspunkt N/, bzw. N, sind. Nach
Hilfssatz 4 sind die Dimensionen N’ und N’ der U’(s) und U’/(s)

N’=2r’2(p—1)+2+22%N§m e »
Boo
N”=2r"2(p—1)+2+22§N:{a 8
©n oo
Die Differenz ist
N—(N’+N”)=4r"r”(p—1)—2+224:35 NN =2
M~ a

Die gesamte Dimensionszahl ist daher hochstens N—z.

Satz. Wenn das Geschlecht p > 1 dann enthdlt jede Darstellungs-
klasse der Fundamentalgruppe der geschlossenen Riemannschen Fliche
tmmer unitire Darstellungen.

Beweis. r=1 ist der klassische Fall®. Der Fall »>1 ist unsere
Aufgabe. Wie A. Weil gezeigt hat, N ist eine N-dimensionale Mannig-
faltigkeit. Wenn es eine Darstellungsklasse gibt, welche keine unitire
Darstellung enthilt, so kann man N in zwei disjunkte Teile zerlegen

N=RN,,+(N—N)

N. ist abgeschlossen nach Hilfssatz 8, so muss N—N, offen sein, daher
ist sie N-dimensional. Nach Hilfassatz 4 ist die Begrenzung der R,
in N, enthalten, aber sie ist nach Hilfssatz 5 hochstens (N—2)-dimen-
sional. Dies widerspricht der Eigenschaft der Begrenzung®. Also muss
N—N. leer sein, und so ist N=N,. Damit ist der obige Satz voll-
stindig bewiesen.

1) van der Waerden, Moderne Algebra, II. 2-te Auflage (1940), S. 135.
2) H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliche, 1923, S. 130.
3) K. Menger, Dimensionstheorie, 1928, S. 268.



