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113. qur les anneaux des oprateurs, 11.

Par Masae 0RIHARA.
L’institut mathmatique, l’universit impriale de. Kyusyu, Fukuoka.

(Comm. by M. FUJIWARA, I.I.A., Oct. 12, 1944.)

1. Dans la note prcdente, nous avons recherch des anneaux
g des oprateurs linaires et horn,s sur l’espace (C) tiilbertien gnral
et nous avons donn la trace sur les oprateurs et discut ses proprits
quand g n’est pas le facteur. Dans cette note, nous considerons
d’abord sur la relation entre l’quivalence par rapport un oprateur
unitaire dfini dans la note prcdente et celle par rapport un
oprateur isomtrique partiellement de MM. F.J. Murray et J.v.
Neumann. De pluS, nous dfinissons un ideal pour un sous-ensemble
de g et l’appelons maximal quand un ideal n’est pas contenu
autre ideal. Alors, chaque oprateur A de g peut tre reprsent
qui est comme une fonction A[] dfinie sur l’ensemble de tous
les idaux maximaux et sa valeur est un lment de la classe
g() residuelle. De plus, la classe g() residuelle est irreducible.
En particulier quand g est du type fini, puisque les traces de la
classe () residuelle sont unique, I1 existe entre f,H et un sous-
ensemble de l’espace de routes les fonctions rels sur un homomor-
phism qui conserve Ia linearit et l’ordre des lments. Et, nous
pouvons conduire une topologie de manire que ces fonctions rls
sont continue sur . Puis, pour un sous-espace linaire et ferm tel
que yg, nous pouvons dfinir la dimension D()comme la trace
T(P) de la projection de .

2. Soient (v l’espace hilbertien gnral, l’ensemble tous les
oprateurs linaires et borns sur (C) et g un sous-anneau des
oprateurs2).

Nous posons Zycg pour un oprateur linaire Z de , quand nous
avons UZU* =Z pour tous les oprateurs unitaires U de g’. Alors,
Zycg et Z eg sont quivalents l’un l’autre pour tout lment Z de 3).

Puis, nous (crivons g quand un ensemble ferm et linaire
est invariant pour les oprateurs unitaires U de g; c’est--dire

UY=J. Alors, pour que nous ayons y,g, il faut et il suflit que

3. Dans !a note prcdente, nous avons dsign par AB s’il
y a pour A et B ecg un oprateur U de gv tel que UAU*--B.
Cette relation est symtrique, rflexive et transitive, de plus A_.B
entraine aA___aB pour chaque nombre complexe a. D’ailleurs, nous
avons pour la relation entre l’additivit et la congruence des projections.

Lemme 1. P, Pecg,PP(i= 1,2), P, =1_P et P, _t.

entrainent P,+P P,+P.
1), 2) M. Orihara, Sur les anneaux des oprateurs, I. Proc. 20 (1944), 399.
3) F.J. Murray and J.v. Neumann, On Rings of Operators, Ann. of Math. 37

(1936), Lemma 4.2.1.
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Ddmonstration. Soient U1P,,.. ,U;’:=P,, et U2P,,.,U*=P,.... pour U1
et U, de L Si nous posons U= UP,.+ U(I-Pv.), U est alors un
oprateur unitaire de et U(P,:+ R,.):..) U* P,+P,. En effet, il
est facile que le domaine de U est ,. Comme chaque lment f de
ut tre crit tout la forme f=g+h off g e ), h e-i), Ug et
Uh appartiennent et ,)-t respectivement, et nous avons Uf=

Ilfll. Par consequent, U est un oprateur isomtrique sur ,. Inverse-
ment, chaque 14ment f’ de , peut tre crit encore
g’+ h’ off g’ c e, e ,)-t et il existe deux lments g, h tels que
g g’, Uh h’ off g e O.), h e ,)-). Nous avons alors Ut=f" pour
l’Nment f=g+h de ,). Or, suivant que f appartient )h ou bien
)h, Uf est un lment de O ou bien , et ihversement. D’ofi, nous
avons P,,+P, P,+P.. C.Q.F.D.

Nous avons en gnral
P (a < S2), P,,, P,,,, P

(, 1) entrainent P,,,,,-- P,
a-..(2 --X2

Ddmonstration. Supposons que UP,jx,,UI* =, (a < 2) pour

U ee Lorsque nous prenons U= UP,.,,+ U(I-
un opfirateur unitaire de #e, et nous avons U(P,)jt)U* =P,.

De plus, nous pouvons d6montrer de mme le

(a ) eta. sont ombres rods, nous avons aors aP,aP,.
4. 8’il exise pour deux ensembles e de OR,e un

opfraur isomtrique parfiellemen V de e tel que V=, nous
d&ignons ee fair par 3 ou bien P,,P..Cete relagion
vNemmeng du congruence et symfirique, rfflexive e transitive. De
plus, si V=t, nous avons P,.,= V*V,P=

Si nous avons N N’P pour N, Fe #ev, nous dfisignons ee ai
NN ou bien NF. Alors, nous avons le

Lemme . (i) NN entraine , (ii) N etN en-
trainent, (iii) N et NG entrainent NG

Nous posons =(de.de’) et l’appelons le eenre de
6videng une algbre blienne. D’ailleurs, pour un lfiment A de
nous entendrons par la envelopp6e eentrale de A la plus petite proj-
ion B de tel qu’on air AN=NA=A, et nous la dfisignons par A,.
Alors, nm avons le suivan du N.P. Naa).

4) U dsigne un oprateur sur tel que Uf soit la limite au sens de MM. E.H.
Moore et H.L. Smith des lments (UaLf+...+Uanf)+Ul(If-U,f- U,nf)
(2 <: ak < 1").

5) F.J. Murray and J.v. Neumann, loc. cir. Chapter VI. Definition. 6.1.1.
6) F.J. Murray and J.v. Neumann, loc. cir. Lemma 4.3.1.
7) F.J. Murray and J.v. Neumann, loc. cir. Lemma 6.1.3 et Lemma 6.3,1.
8) F. Maeda, Relative Dimensionality in Operator Rings, Jour. Sci. Hiroshima

Univ. 11 (1941), I.emma 2.5.
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Lemne 5. Pour E, Fe
tels que El E, F F, E F et (E-E)(F-FI), O.

D’aprs le lemme 5, nous posons E-E--E., F-F=F, donc
E--E+E., F=F+F2, o5 EIE2=FF.=O, EF et (E)(F)=O, e
si nous dsignons par (F.)=P, nous avons alors PE=PE, PF=PFI
/F., PEPF et (I-P)E=(I-P)E/(I-P)E.=(I-P)E/E,
(I-P)F--(I-P)FI/(I-P)F--(I-P)F, (I--P)E..-(I-P)F. Nous
avons alors

Lemme 6. Pour E, Fe g.’, il eiste une projection P de tel que
PEPF, (I-P)F(I-P)E9.

Et, si nous avons PE=O, alors O=PE=PEPFI et (I-P)F=
F 0. Par consequent, 0 .(I-P)F (I-P)F, d’oi (1-P)F- O.
Nous avons inversement que (I-P}F=O entraine PE-O. Alors,

Corollare. Pour E, F de gP, nous avons E, F- 0 tels qu
EF, o E <= E, F F.

$. Nous considerons sur la relation entre deux congruences A B
et A’

Th$orme 1. Si g est du type fini et E, Fecge, EF et E.F
sont quivcdents l’un l’autve.

D$monstvation. Nous dmontrons que si nous avons E..F,
existe un oprateur unitaire U de g tel que UEU* =F. L’enverse
est facilement. D’abord, E..F entraine E--F. Or, d’aprs le
corollaire au-dessus, il existe E, F1 tels que E-E E, F-FF
et EF. Donc, nous pouvons donner par I’induction transfini les
ensembles (E} et {F} comme il suit; Posons d’abord Eo=E, Fo=F.
Puis, nous supposons que E et F (a ) soient djt dfini. Si est
un nombre isol, il existe d’aprs le corollaire E’, F’ tels que E-E_I

E’, F-F_ => F’ et E’
F=F_+F’, et si / est un nombre limit, E=E, F=,F.

a< <
Aprs rpter quelques lois des procdes donnes au-dessus, nous arrivons
E, ]E et F, ]F. En effet, si E, > E, F> F,, nous
avons les autres projections
E,-] E, F’ F,-F et E-
E,-,E et F,-,F, c’est contradictoire avec la dfinition sur E
et F Si E,=E et F,>F, E,=EF,<F,, d’o

a a

E,-<F,, c’est contradictoire avec la supposition sur g. Nous avons
donc F=,F. C’est analogue pour que E, <]E et F,=,Fa.
Nous dsignons par V, V0 des oprateurs partiellements qui les contre-
domaine des E, E ont transformes aux ceux de F, F respectivement,
nous avons E--V* V, F= VV*, E= VVo et F= VoV, et de plus
E, (] V)* (, V,), F, (, V)(, V)*. Par consequent, quand nous
posons U= V+(I-E,), il est un oprateur unitaire et UEU* F.

6. Nous discutrons les proprits de congruence dans 4 par
notre congruence; c’est-t-dire, si nous avons A--A’B pour A, Becg,
nous dsignons ce fait AB ou bien BA. Alors, nous avons le

9) z],q$l,"d’ Operator Ring
@ 245 , Lemma 2.3.

10) F. Maeda, loc. cir. Lemma 2,3.
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Lemme 7. (i) A .’ B entraine A B, (ii) A <B et B "<A en-
trainent A B, (iii) A B et B C entraimnt A C, (iv) A B
entraine aAaB pour un hombre positif a.

Nous avons la orme gnrale du lemme 5.
Lemme 8. Si A B, nous avons alors A--B.
En effet, nous posons A=U*BU pour Ued. AA=AA=A

entraine U*BUA=AU*BU= U*BU. Comme A appartient
nous avons U*BAU= U*ABU= U*BU. Alors, BA=AB=B. Par
consequent, B A. De m6me A B, alors A=B.

Lemme 9. Si AB=O, alors A1 A, B1 B, AIB1 entrainent

En effet, comme (A1) < A, (B1), =< B, nous avons (A1)(B1)= O.
Or, (AI)=(BO d’apr?es lemme-avant. Alors, (A1)=(B1)=O, d’ofi
B1=0.

Lemme 10. Pour A, B e
telsque Ao < A, Bo B, Ao Bo et (A- Ao)(B-Bo) O.

Ddmonstration. Nous pouvons consider sans aire perdre la
nralit que A, B > 0 en m6me temps car il existe un nombre positif
a tel que A+alO et B+aIO, et U(A+aI)U*=B+aI est
quivalent UAU* B.

I1 suffit aussi de dmontrer que si nous avons AB = O, il y a
A0 et B0 de manire que Af : A, B0 B et Ao-"’-Bo.

Nous prenons {E(2)} la rsolution d’unit de A" c’est--dire,

>_(E()-E(_)) et A<A, nous avons alors A=limA=
--.,1

p-1

E’(2,,)" E’(2,)=0 ( ). De m6me, nous posons B=lim BK
lira ./_(F’(z)).

-1

D’abord, si A convergent uniforme vers A et B convergent fort
vers B, alors nous avons A,,B, convergent fort vers AB. En effet,
si A,, convergent uniforme vers A, il y a un nombre positif c tel que
A,,f- Afll c Ilfll pour chaque 616ment f. Alors,
A,,B,,f A,Bf,ll + A.,,Bf ABf ._<= c B,,f Bfll + (A.,,- A)Bf II, c’est
convergent vers 0. Or, dans la relation AK.AK=A,AK,=A, puis-
que AK, convergent uniforme vers Aet AK, convergent fort vers une
projection E, nous avons AE=EA=A et E A,. En autre part,
comme A, A, nous avons E=A, et donc A,=E. C’est-,-dire, A,

Kconvergent vers A,. Si (E’(,))B=0 pour chaque

(..(E’(2)))B=((E’(2))B,):O, d’ofi AB,=O. C’est contradictoire.

Ainsi, nous avons = et ,=,1 tels que (E(2,))B 0. De mme,
( ))( ))il y a =e et,=, tels que E’( F(/.,. 0.

Puis, nous avons ,,
et F0 :_:_-.< F’(f..,.) d’aprs le lemme 5. Nous posons 2 le hombre minimum
de 2, et 1,:, nous avons alors

C. Q. F. D.
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7. Maintenant, nous dfinissons les idaux de g, c’est-b.-dire, si
un sous-ensemble de d jouit des proprits

(1) Quelsque soient A, B de et les hombres complexes , , on
a

(2) Ae, AB et Be
(3) A e. entraine A e,
(4) est different

nous l’appelons un id(’,al.
Lemme 11. Lorsq.ne nous avons A-B e -, nous posons A -=.. B([).

Alors, (i) A A(), (ii) A =-- B() entraine B- A(), (iii) A - B()et B C(.) entrainent A -=-- C(), (iv) A1 BI(.) et Az Bz() en-
trainent ATAz(B+Bz)(.), (v) A--B(.) entraine A--aB() oft
a est un nombre complexe.

Par consequent, nous pouvons classifier les lments de g en les
classes residuelles par rapport , et donc nous dsignons par A()
celle qui contient A. D’apres les proprits (iv) et (v) du lemme 11,
nous pouvons dfinir la addition de deux classes residuelles, Ia multi-
plication de ceux et la multiplication des nombres complexes aux classes
residuelles, c’est-’2-dire; A(:)+B()=(A/B)(), A()B()=AB()
et a(A(,))=(aA)() pour un nombre complexe a. Alors,

(i) A()+B(.)=B()+A(),
(ii) A()+(B()+C(’,))=(A()+B())+C(),
(iii) A)+O()=A(.,) pour ehaque elasse A() residuelle.
(iv) a((A(,,))=(a’[OA() o a,[ sont nombres complexes,
(v) A()I()=A ()) pour ehaque classes A() residuelle.

Nous avons alors,
Lemme 12. La classe d() residuelle est un anneau par rapport

aux nombres complexes.
8. Puis, nous considerons () en particulier,
Lemme 13. Pour un glment A de g, s’il existe A’ tel que

A-A’() et A’O, nous crivons AO(.), et si A-BO("),
nous posons A B(). Nous avons alors

(i) A.>__A(:,)
(ii) A B(") et B A() entrainent A--B(’),
(iii) A B() et B C(.) entroinent A >____ C(),
(iv) A B() entraine aA aB() pour un hombre positif a.
D$monstration. (i) est clair. Puis, pour voir (ii) et (iv), il suffit

les dmontrer pour le cas off B=O. D’abord, A - A’(), -A A"(),
A’ 0 et A" 0 entrainent 0 A’+A"(’’) d’aprs (iv)du lemme 10,
alors A’+A" e et A’+A" :> 0. Or, comme nous avons A’+A" __> A’,
A">=0, A’ et A" appartiennent . Alors, nous avons A 0()
c’est l’galite (ii). Si A A’ () et A’ __> 0, nous avons aA aA’ ()
et aA’ 0 pour un nombre positif a. Alors, aA .>_: 0(), et done nous
avons (iv). Si nous avons que A0(.") et B"....= 0 (.,) entrainent
A+B 0(3:), alors A-B 0() et B-C 0(,) entrainent A-C
.0(.,’). Doric, il suffit d6montrer au lieu de (iii) que A0(.)
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et 0() entrainent A+B>0(). Puis, A----A(), A0,
B --= B () et B’ 0 entrainent A+ B +B () et A-}-B 0.
Alors, A/B 0 (). C.Q.F.D.

D’aprs le lemme 13, nous dfinissons l’ordre des classes residuelles
comme il suffit" s’il y a un lment A’ parmi A() tel A’ 0(),
nous dfinissons A() 0() ou bien 0() A(), et si nous avons
A() 0 () et A() 0(), nous dsignons par A() > 0(). De
plus, si nous avons A()-B(,)0(), nous posons A()B().
Nous avons alors

(v) A() > 0() et -A() 0() entrainent A()--O(),
(vi) A() 0() entraine aA() 0() pour un nombre posi-

tif a,
(vii) A() 0() et B() 0() entrainent A()+B()

0().
Pour chaque classe A() residuelle, il y a an hombre rel a tel

que A()aI(). En effet, comme il y a un nombxe a pour un
lment A de A() tel AaI, nous avons pour cette hombre
A() aI(). Nous avons done

Lemme 1. La classe ,H() residudle de i par rapport un
iddal est un espace lindaire et demi-ordonnd. I existe l’dldment zdro
et Pdldment d’unitd au sens rchmedien dans cet espace, et ils sont
0(), I() respectivement.. Quand un ideal n’est pas contenu autre ideal, nous
l’appelons maximal. Soient l’ensemble de tous des idaux maximaux
de .

Quand nous raisons correspondre la classe A() residuelle par
rapport qui contient A i chaque ideal maximal, nous avons
une fonction oA[] tel qu’on air ai[J=A(). est isomorphe alors

l’espace des fonctions [] quand nous faisons correspondre la
fonction [] t chaque A de . En effet, []/[] +[],
a[]" []=.[] et a[]=[] d’apris le lqmme 11, A 0
entraine A[] 0 d’apris lemme 13, et x[]=I(). Pour voir que
cette correspondance est biunivoque, il suffit de d6montre que il y a
pour A 4:0 un ideal maximal tel que []0. Nous prenons
pour A l’id6al maximal qui ne contient pas A. Nous avons alors
A 0() et par cons6quent A 0() d’apris (3) de la d6finition de
l’id6al. I1 est clair alors [] :V 0. Nous avons donc

Thorme . est isomorphe avec un sous-anneau d l’anneau
de routes les fonctions sur dont les valeurs chaque appartient
a ().

De plus, nous avons le
ThdorOme 8. La classe () residuelle de , par rapport a l’iddag

maximal est irreducible.
En effet, s’il existe deux 616ments distincts du centre de (())P

tels que Ek 0 (k=l, 2), ce qui contradictoire avec la hypothse que
est maximal. Alors, nous avons E()--EI()=0 ou bien F()-

FI()=0, appliquer le lemme 5 pour E() et F() de (())P,
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ators quelsque projections de la classe () residuelle par rapport
l’idal : maximal sont comparable.

Par consequent, nous avons d’aprs le lemme 10
ThdorOme . Desex dldments de la classe H() residuelle par

rapport un iddal maximal sont toujours comparable.
10. Puis, nous considerons la trace du type fini .
Comme nous n’avons pas employ que ’g est faiblement ferm dans

la dmonstration de l’existence de la fonction T(A), nous pouvons donner
de mme que la note prcdente un hombre complexe f[A()] pour
A(.)--quand Jg est le type fini, nous l’appelons la trace de A()--et
il remplit les conditions suivantes pour chaque lment A() de g(),

(2’) f[A()]=,f[A (:)] pour un nombre complexe a,
(3’) f[A(:)+B(.:)]=f[A(.)J+f[B()J,
(4’) si A (.) 0("), nous avons f[A ()] 0,
(5’) f[A (.)*]=f[A ()],
(6’) f[AB (.:)]=f[BA (,)]m,
(7’) si Ue gy, nous avons f[Z(3)*A(,)U(3)]=f[A(3)],

En particulier, quand ’t est le type fini, nous avons de plus

(1’) f[I(3)] 1,
(8’) f[A()] est finie pour tout A() de

Alors, nous avons le
ThdorOme 5. I1 existe une trace jouit des propridtgs (1’)-(8’) au-

dessus pour (), quand g est du type fini.
11. Quand zt est le type fini, il correspond une fonction com-

plexe nous le dsignons fA()--pour A d’aprs le thorime 5.
Maintenant, nous considerons cette fonction quand est un ideal
maximal.

Lemme 14. Quand g est irreducible, la trace T(A) de A est
unique.

Ddmonstration. Nous dmontrons le lemme pour un lment A
de ztH. S’il existe deux traces T(A) e T’ (A) (T(A) T’ (A)) de A,

nous posons T(A)-TI(A)--e, et nous pouvons poser

off nest un nombre positif ou bien ngatif et 0 "< A’-I-.L Alors,
2

1 T’ 1nous avons T(A)=
2
cn+ T(A’), (A)=- n+ T’(A’). Par consequent,

1T(A) T’ (A) = T(A’)- T’ (A’) -. e. C’est contradictoire. D’ofi

T(A)= T’(A). C. Q. F. D.
Puisque f() est uniquement sur chaque ideal maximal d’aprs

le lemme-avant, fn() est dtermine uniquement pour A sur

11) Dans la note prdcdente, nous avons d4montr T(AB)=,T(BA) en employer
la condition de ferm faiblement de , mais il est dvnontr sans cela voir F.J.
Murray and J.v. Neumann, On Rings of Operator, II. Tran. Amer. Math. Soc. 41
(1937), 219,
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Nous dfinissons un voisinage de 0 comme suivant" quelsque
soient e 0, n 0 et des lments A1, Az, ..., A., nous posons
U()=[ If,4()-f,(o)l< e, i=l, 2, ..., hi. Ators, fA() est une
fonction continue par rapport cette topologie. Et, est contenu
dans un espace bicompact par rapport mme topologie. Alors,
nous avons le

Th$orme 6.
sous-enesmble de l’espace de routes les fonctions continues sur un esace
bicompact au sens de conserve la linairt et l’ordre que nous a,vons
conduit dans l’espace

12. La trace des lments de g est une fonctionnelle linaire
de g, alors toute trace peut tre reprsente comme une fonction-
nelle linaire des fonctions continues sur . Par consequent, quand
nous introduisons une mesure m() borelienne appropriate dans l’en-
semble , nous pouvons crit comme il suite;

T(A)= IfA()dm()
13. Nous dmontrons une proprit par la continuit de la trace.
Lemme 15. Quand

A A+I ou bien A A+ (i= 1, 2, ...) et A convergent vers A au
sens de la topologie forte, alors nous avons lim T(A)=T(A).

D$monstration. I1 suffit de dmontrer le cas off A1 A2 et
A0. Nous avons alors limT(A) T(A). Si cet ingalit n’est
pas l’galit, il existe un nombre tel qu’on ait T(A)-lim T(A) ,
et nous avons un (14ment Bycg tel que 0 T(B) d’aprs la con-
vergence de T(A0. T(A)-lim T{A)=T(A-A)-lim T(A-A)=...

T(A-A)-lim T(A-A). Lorsque k est assez grand, nous avons

lira T(A-A) T(B). Alors, nous supposons T(A) T(B) < T(A)
-lira T(A) T(A). Nous avons B A et A B d’aprs la pro-

prit de cas irreducible. I1 existe alors B (i=1,2, ...) tels que
BAI, BffiA-A_ et B-(B+.../B_I)B (i=2,...,k-1). En
effet, nous supposons qu’il existe B (i=l, ...,k-l) au-dessus, et
lorsclue nous posons B-(B+B2/...-B_)=B’, alors T(B’)=T(B)
-T(B/.../B_I) T(A)-T(A_)=T(A-A_). Par consequent,
B’<(A-A_) et A-A_B’, alors nous avons un (14ment B
tel que A-A_ B<B’,
Alor, nous avons T(B) T(A). C’est contradictoire avec la hypothse.
D’ofi T(A)=lim T(A).

14. Puis, nous introduisons une dimension numrique par un
sous-espace ferm et linaire. Si nous crivons !l--- au lieu de
Pv-P, nous avons d’aprs le lemme 2

Lemme 16. Si
(ii) ---(iv) , _l_ et +/- (a - fl) entrainent U 2 U.
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Quand une fonction D() dfifinie sur toys les ensemble 79l ferm
et linaires tels que g remplit les conditions suivantes,

(1) D(YI0 0,
(2) si m=(0), on a D()t)=0,
(3) Y319% entraine D(I)ffiD(/),
(4) si sont orthogonal t Fun l’autre,

D(),
nous l’appelons une dmens/on de 9It.

Pour l’existence de la dimension, nous avons
Thme O. I existe une dimwnsion, suvante

Ouand d est le type infini,
(6) < D(9) < + pour le type fini
(7) D(!)-- pour le type infini P.
Quand g eat le type purement infmi,
(8) D()--0 ou bien D(9)ffi .
Ddmonstration. Quand nous posons D()=T(P), il eat facile

(1), (2), (3), (5), (6), (7) et (8) d’apris la dafinition de la trace. I1
auflit damontrer du type fini seulement pour voir (4). Or, la classe
ag() residuelle eat un anneau des oprateurs dans espace hilbertienn
et irreducible. Alors, nous eonnaissons que

ehaque point, de de la representation du thorime 6 d’aprs le
lemme 15. Par consequent, T(P)-- T(P). C. Q. F. D.

12) M. Kond6, Sur la reductibilit des anneaux des oprateurs. Proc. 20 (1944),
432.


