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108. Ober stochastischen Prozess. 1.
Von Hidegor6 NAKANO.

Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Comm. by S. KAKEYA, I.I.A., Oct. 12, 1944.)

Der unstetige stochastische Prozess.

A. Khintchine hat den unstetigen stochastischen Prozess behandelt
unter den quantitativen Voraussetzungen fiber Wahrscheinlichkeit2).
In dieser Abhandlung wollen wit diese Aufgabe dutch das topologische
Mass’) nut unter den qualitativen Voraussetzungen erSrtern: Wenn
1) die Wahrscheinlichkeit dafir, dass wenichstens ein Ereignis in einem
Zeitintervall der Linge t eintritt, mit t-0 gegen. 0 konvergiert;
und 2) Ereignisse mehr als eins nicht gleichzeitig eintreten kann bis
auf Wahrscheinlichkeit Null, so ist die Wahrscheinlichkeit daffir,
dass n Ereignisse im Zeitintervall (tl, t2) eintreten, durch die Poissonsche

Verteilung" 1 ()l(t2)_ 2(t))ne-((t’)-(t,)) gegeben, wobei 2(t) eine mono-
n!

ton wachsende stetige Funktion yon tist. Unsere Methode 1/sst sich
ohne weiters auf den stetigen stochastischen Prozess anwenden und ist
einfacher als die von J.L. Doob).

Im folgenden verwenden wir die Bezeichnungen in einer frfiheren
Abhandlung). Ein regulrer bikompakter Raum R heisst ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, wenn ein topologisches Mass m auf R mit m=1
definiert ist. Nach dem Erweiterungssatz6) besitzt m eine einzige
totaladditive Erweiterung, die man mit P bezeichnet. Eine bis auf
Nullmenge definierte, messbare Funktion auf heisst eine zuf4llige
Gr6sse, deren Erwartung E() und Streuung a() wie gewShnlich) mit

E() IdP, a()2__ E(2) E()2

definiert, und die Funktion reeller Verinderlichen

F() P{x (x) }

heisst die Verteilungsfunktion von . Endlich viele zuf/illige GrSsen
1, ., .-., x auf !R heisst voneinander unabhgngig, wenn

1) Ausfiihrliches erscheint in der Abhandlung
(.,m.).

2) A. Khintchine: Asymptotische Gesetze der Wahrscheinlichkeirechnung, Erg.
Math. II. 1933.

3) H. Nakano: Topologische Mas, Proc. Phys-Math. Soc. Japan, 25, 1943, 279-
334, oder. m: ]().

4) J. L. Doob: Stochastic process depending on a continuous parameter; Trans.
Am. Math. 42, 1937, 107-140.

5) H. Nakano Topologische Masse.
6) Vgl. 5) Satz 5.1 oder ’l:
7) A. Kolmogoroff: Grundgriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Erg. Math.

II. 1933.
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P(x. (x) =< (,=, , ..., )} rP(x. (x) =<}
ist. Eine Folge von zuf/illigen GrSssen o, 2, konvergiert gegen
nach Wahrscheinlichkeit und man bezeichnet mit

P-lim o

wenn fiir jede positive Zahl

lim P{ ,- >= d--o
ist. Wenn P-lira ou. =ou(/=l, 2, ..., x) ist, so kann man leieht -weisen

Iim P{., a(Z= 1, 2, ..., x)} =P{ a(Z= 1, 2, ..., )}

ffir stetigkeitspunkt a der Verteilungsfunktion F(a)yon .
Ein System von relRren bikompakten RRumen (0 i 1) mit

stetigen (nicht notwendig endlichen) Funktionen auf heisst ein
stochastischer Prozess, wenn der Produktraum H ein Wahrschein-

lichkeitsraum mit P t. Da man als die stetige Funktion auf H
betrachten kann, ist eine zufRllige GrSsse. Im folgenden nehmen
wir an, dass die Erwartung und die Streuung jedes, endlich ist. Ein
stochastisches Prozess (, , P)0a heisst differenziert, wenn die
zuflligen GrSssen h_,, ...,

_
_, ffir 0 < 2 < 1 von-

einander unabhngig sind. Nun kann man den unstetigen stochasti-
schen Prozess wie folgt darstellen.

Satz 1. Es sei ein differenzierter stochastischer Prozess
(, , P)oa. Wenn=O, 1, 2,... bis auf Wahrschinlichkeit Null,

2) lim -lim =0, 1 bis auf Wahrscheinlichkeit Null,
+0 -0

3) die Wahrscheinlichkeit P {-" 1} fr > z mit -Z0
nach 0 kvergiert, so ist die Verteilursfunktion yon -( Z)
die Poissoche Vrteilung und die Erwartung E yon eine stetige
Funktion v 1.

Bewe. Da die Punktmenge

A=E{x" 0 N (x) N ,(0 N , N 1)} x" (x)- o(x)=0, 1

offenbar eine F-Menge im Produktraum H ist, kann man leieht

eiehen, dass die Bedinngen 1) und 2) mit P(A)=I quivalent sin&
Nach 3)kann man leieht beweisen, dass die Erwartung E yon fa
eine stetige Funktion yon ist. Naeh P(A)=I gilt

(*) limP{0v}{-=0,1(0<-’5)}=l.
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Nun sei p=0 P P,, 2, P,-h,- 1__ und

so sind .. ., ..., . auch voneinander unabhngige zufllige GrSs-
sen und nach (*) kann man leicht einsehen"

() P-lim (.+,.+.-. + ,.,) -Setzt man p.,=P{x" .,(x)=l}, so lt

Indem man daher eine Teilfolge von =1, 2, auswfihlt, kann man
p,., nach einer Zahl a strewn lfiss Wenn P{-" 1} 0 ist,

so konverert die Verteilungsfunktion von .+.+... +. gegen
die Poissonsche Verteilung mit der Erwartun a, Daher ist die V-
ilungsfunktion von - nach () die Poissonsche Verilung mit
der Erwartung a. Da die Erwartung yon - durch E-E, gege-
n ist, muss a=E-E, sein.

Als die Umkehrung des Satzes 1 lt der
Satz 2. Wenn die Erwar$ung E yon eine mono$on whsende

s$etige Funktion v
die Poissoche Verteilung ist, so geng$ de differenziete
Prozess (R, , P) den Bedingungen 1), 2) und 3).

Bewe, Man kann leicht einsehen, dass man nur den Fall zu
weisen ist" E ist stets wachsend. Die Bedingung 3) fol sofort aus
der Voraussetzung fir E. Daher braucht man nur A)=1 zu
weisen. Da A eine F-Menge ist, gibt es abzfihlbar unendlich viele
2, ;, ..., ffir welche die Projektion A’ yon A auf ’ x ,x
messbar fiber das Projektionsmass) P" yon P ist und

P<" (A<’’ >)=P(A)

steht). Hier kann man 2, 2, firall dicht in 0 1 aus-
wfihlen Dann kann man , 2, wie fol umordnen"

0=2.0 . < < 2.=1, (=1, 2, ...)

Da die Verteilungsfunktion yon f..-.- die Poissonsehe Verteilung

1) P. Levy- Thorie de raddition des variables alatoires, oder H. Cramer- Ran-
dom variables and Probability distributions.

2) p(.A2 definiert man durch

p(,,b. )(A)=P(A) (Aexia,bx...)
3) Dergleichen gilt fiir F-, Fa-, Fa,-, Menge. Vgl. r:p: (ijii.
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ist, kann man leicht beweisen, dass fiir eine passende Zahl

P(A) 1-P(A,) 7

A, (x" ,, (x) ,, ,-l(x) 0, 1 (, 1, 2, 3, ..., 20}

besteht. Hieraus folgt

P(’ )(lim A) 1-P(" )(lira A’) 1.

Da andererseits lim A A(, sein soll, erhlt man

P(" (A(’’ ))= 1.

Nchst wollen wir die Existenz des unstetigen stochastischen
Prozesses.

Satz 3. Fr eine monoton wachsende stetige positive Funktion Ea
(0 2 1) gibt es einen deratigen differenzieren stochastischen Prozess
(, , P), dass E() E und die Verteilungsfunktion yon a (>p)
die Poissomche Verteilung ist.

Beweis. Nun trachten wir die abgeschlossenen linearen Rume
--1

2" 2"
welche auch reeler

und bikompakt sind, und man bezeichnet die Koordinatenfunktion auf
z_:.

___
[-, +w]" mit C"’", nmlich

C".(x)=x (e[-, +]" ").

Man kann leicht einsehen, dass man ffir jedes x0 das topologische Mass
u-1

m"’ im endlich-dimensionalen Produktaum H [-, +] " " derart
xx
1, 2,

einffihren, dass
C,z-a+C,.,=C,-.

bis auf Nullmenge besteht und die Verteilungsfunktion yon C"’ mit
der Poissonschen Verteilung der Erwartung E___-E=. fibereinstimmt

und C’, C’, ..., C’ voneinander unabhngig sind. Daher kann
man nach dem Erweiterungssatz) die Wahrscheinlichkeit P im Raum

u-1

HI-, + ] " " derart einffihren, dass die Koordinatenfunktion

C"’ denselben Bedinngen genfigt. Setzt man

so kann man leicht beweisen, dass o 2" fiir 2---) ) gegen ein nach
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ahrscheinlichkeit konvergiert. Indem man jedem ein [- , /]
entsprechen lsst und die ahrscheinlichkeit P0 durch

po((aA,, [,) (aA,, flax) } p{aA, <: tp,,, <: flA(= 1, 2, ..., x)}
im Produktraum II[-oo, + colA einfiihrt, kann man leicht einsehen,

dass der stochastische Prozess ([-oo, + co]A, CA, P0) ffir die Koordi-
natenfunktion C von [- co, + oo]A den betreffenden Bedingungen genfigt.

Der stetige stochastische Prozess.

Wie Satz 1 wollen wir beweisen den
Satz 4. Es sei ein differenzierter stochastischer Prozess (9tA, A, P)o<_<_l.

Wenn
1) E()=O (0 1),
2) stetig fiber bis auf Wahrseheinlichkeit Null, so ist die

Verteilungsfunktion yon A_( ) die Gausssche Verteilung und die
Streuung () eine monoton wachsende stetige Funktion yon .

Beweis. Da die Punktmenge

offenbar eine F-Menge im Produktraum ITR ist, kann man leicht

einsehen, dass die Bedingung 2) mit P(B)=I iquivalent ist. Daher
gilt

ffir jedes ,. Nun sei p=flop"" p=2, p-p_

so sind ., 0., ..., 0, aueh voneinander unabhngige ufllige
Gr6ssen und naeh (*) kann man leieht einsehen"

() P-lim (O,,+O,+...+O,x)=f--f

ffir jedes . Hieraus kann man leieh sehliessen, dass die Verteilungs-
funkgion yon _o die Gausssehe Vereilung ist. 8ett man

so gilt mithin

Daher kann man nach (*) leicht einsehen, dass lim a. -- 0 ist.
p->0

a,, R=a(tp)-a(t") sein soll, ist (tp) stetig fiber R.

1) Vgl. P. Levy" Thorie de l’addition

Da
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Als die Umkehrung des Satzes 4 gilt der
Satz 5. Wenn die Streuung a yon eine monoton wachsende

stetige Funktion yon und die Verteilungsfunktion yon -P(> p)
die Gausssche Verteilung mit der Erwartung 0 ist, so gengt der di
ferenzierte stochastische Prozess (, , P) der Bedingung 2) d Satzes 4.

Bewe. Mann braucht nut P(B)=I zu weisen und nur den
Fall zu trachten, dass die Streuun a stets wachsend fir ist.
Da B eine F-Menge ist, gibt es abzhlbar unendlich viele 2, 2, ...,
ffir welche

" )(B(’’ ))= P(B)

besteht. Wie im Beweis des Satzes 2 kann man annehmen, dass
2, az, derart umgeordnet sind:

0=.o < 2,. < < 2,= 1 (x=l, 2, ...)

(1)" (2) (u=1,2,.. 29

Da die Verteilungsfunktion yon .,-.,- die Gausssehe Verilung
ist, kann man leieht beweisen"

P(B)=I-P(B) 1
2x+l

,. a(,. ) a(f. ), B, e N x N x...

bestehL Hieraus

(,) P(" (lim B)=1-’ (liB)1.

Ffir jedes !ira B gib es ein Xo mit e B(x ). Dann kann man
;

(1)oleieh einsehen, dass ffir I-aI
3

x--1

steht. Daher ist lira B B(’’ und folglich gilt nach (*)

" (B(’ )) 1.

Man kann ganz hnlich wie Satz 3 auch weisen den
Satz 6. Fir eine monoton wachsende stetige Funkti a v

gibt es einen derartigen dfferenzierten stochastchen Prozess (, , P),
dass E()=0, a()=a und die Verteilungsfunktion yon -()
die Gausssche Verteilung ist.


