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135. ’ber den Verband der Rechtsideale eines
assoziativen Ringes.

Von Tadasi NAKAYAMA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitiit zu Nagoya.

(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., Nov. 13, 1944.)

Die Gesamtheit der Rechtsideale eines (assoziativen) Ringes bildet
einen modularen Verband, welcher fiir die Struktur des Ringes grosse
Bedeutung besitzt. Es ist also wichtig zu wissen, wann ein Verband
mit dem Rechtsidealverband eines Ringes isomorph wird. Das Ziel
der vorliegenden Arbeit ist eine rein verbandstheoretische Charakteri-
sierung der Rechtsidealverbnde zu geben. Wohlbekannt ist der Fall
der halbeinfachen Ringe, oder allgemeiner, der Reguliren Ringe); Dann
(und nur dann) ist der zugehSrige Verband komplementr. Es ist
verhiiltnismssig leicht, den bei den komplementren modularen Ver-
binden in bekannter Weise definierten Begriff der sogenannten L-Zahlen
und ihre Kompositionen auf allgemeine modulare Verb/inde unter ge-
wissen Beschriinkung iiberzutragen und so einen Ring zu bilden. Dann
stehen wir aber einer recht, wie es dem Verfasser scheint, schwierigen
Aufgabe gegeniiber, unter passenden Bedingungen den urspriinglichen
Verband mit dem Rechtsidealverband des so entstandenen Ringes in
vollstindigem Zusammenhang zu bringen. Die LSsung dieser Aufgabe,
die wir unten geben, und also unsere so erhaltene verbandstheoretische
Charakterisierung der Rechtsidealverbiinde, liisst vielleicht an Einfach-
heit noch etwas zu wiinschen iibrig; doch ist sie, so hoffen wir, nicht
ohne Bedeutung und Interesse.

Die vorliegende Arbeit riihrt yon einem Gespr/ich mit Herrn Inaba
her, der kiirzlich in einer sehr interessanten Arbeit) ein ihnliches Pro-
blem behandelte, Verbnde der Untergruppen einer (endlichen) abelschen
Gruppe zu kennzeichnen, und dem Verfasser die tIoffnung mitteilte,
durch die Von Staudtsche Algebra dieses Problem zu 15ssen. Der
Verfasser mSchte hier seinen herzlichsten Dank ihm aussprechen.

1. Ring der L-Zahlen.
Es sei L ein modularer Verband mit Null 0 und Eins I, es sei

angenommen, dass L ein endliches System yon zueinander unabhiingigen
und zueinander perspektiven Elementen

(1) a, a, ..., a
mit der Vereinigung

(2) I=a
besitzt. Wir bezeichnen die Menge aller Komplemente yon a in a a

1) Siehe J. von Neumann, Continuous geometry. II (1937); K. Kodaira-S. Huruya,
Continuous geometry =-’ 4 -, Ii_k-, 167-9 (1938).

2) E. Inaba, Ober modulare Verbiinde, welche die Untergruppen einer endlichen
abelschen Gruppe bilden. I., Proc. 19 (1943).
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mit L., und ihre einzelne Elemente mit b,c. u.s.w. Ist b e L-,
b e L, so liegt das Element

(3) b b (b .. bj) (a a)

in L, und es gilt fiir diese Verkniipfung das Assoziativgesetz

(4) (b b) b=b (b b)

sobald i k, j ist.
dass

(5)

fiir beliebige i, j, k gilt.

Es gibt weiter ein System {c} (c e L), so

In folgenden Betrachtungen halten wir das
System {a; c (i, j=l, 2, ..., n)} ein fiir allemal fest.

Fiir ein Teilsystem yon {a}, etwa {a, a2, ..., a}, sei der yon den
Elementen b a (j 1, 2, ..., m) und b eL (j, k 1, 2, ..., m) erzeugte
Unterverband von L mit L(a, a2, ..., a,) bezeichnet. Dann kSnnen wir
die Existenz des Systems der projektiven Transformationen

.., i) i, j 1, 2, ..., n, (m <: n)(6) P(:: ,.i,, io, - i,jo fiir a
von L(a,, a., ..., a) auf L(a, a., ..., a,n) mit den Eigenschaften

/i) Ist {, , ..., } ein Teilsystem yon {1,2, ..., m}, so fiillt

p(il, ...,i,) auf L(a,, mit p(i, ...,i) zu-kjl, jm "’" airl jr, ",Jr
sammen,

ii) p(gi, ..., impfjl, "",jm )= D[il, "", im)xj, .,.] kkl, ,k -kkl, ,k(7)
iii) Ist io jo ffir einen einzigen Wert o yon [=1, 2, ..., m,

so is Px, , der ersektive Isomorhismus"

( e%i,) (ai a ai) yon L(a, %) und

L(ai, ..., a)
weisen. Der Beweis verluft gan hnlieh wie beim bekannten kom-
lementren Palla.

Ns sei nun 8. Ein System

soll eine L-Zahl heissen, und einelnes Komonent bi soll mit i
eiehne werden. Die Gesamtheit yon L-Zahlen beeiehnen wit mit. Dann wird eine Art yon Nultilikation r, =r in dutch

definiert. Sie ist assoziativ, und es gilt /0 0fl 0, / / fl (fle (R))
ftir die Elemente 0, mit O=a, ,=c.

3) Siehe die in 1) ziteirten Arbeiten.
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Sind nun zwei Elemente x, y in L zueinander mit der Achse c
perspektiv in x y, so schreiben wir in Zeichen x . y. Ist x=x, ..x .y y-y,

_
Yr, und sind beim zugehSrigen perspektiven Iso-

morphismus u( x) -- v-(u c) y( y) yon x/O und y/O die Ele-
mente x,, ..., x zu y,, ..., y zugeordnet, so schreiben wir (x,, ..., x)
(y,, ..., y). Dann existiert fiir t, 7 e (R) ein eindeutig bestimmtes drittes
Element a e (R), so dass fiir je zueinander verschiedene i, j, k

(9) (ai, cik, ak) . (flj, ci, x) (rJ, Y, a) . (a, y, x)

mit geeigneten x, y gilt). Dieses Element a bezeichnen wir mit //.
Sei jetzt n:> 4. Dann ist diese Addition in (R) assoziativ, kom-

mutativ, und beiderseitig distributiv fiir die oben definierte Multiplika-
tion. Weiter ist t+0=/, und es gibt e (R), fiir jedes t, mit /+=0.
Also bildet die Gesamtheit (R) der L-Zahlen von L einen (assoziativen)
Ring mit dem Eins ).

2. Rechtsideale in (R).
Es sei fiir / e (R) und i j

(10) (a t) a=fi
gesetzt. Dann wird dieses Element t( a) durch fl und j eindeutig
bestimmt, und wir haben

J)-/ (12) fl
_
a=/i

_
a.(11) flP k

Hilfssatz 1. (r) . Beweis. Wie iiblich; siehe 1).
Hilfssatz 2. ( ) , (fl+r) fl
Beweis. Die erste Behauptung ist evident. Nun ist, nach (9) mit

a=/+r,

(({(fl,ici)(aa)} {(ra) (cai)})(aa)a)ai

{({(flc)(aa)} {(ria)(ciai)}) a} (aa) ai

was die zweite H/ilfte des Hilfssatzes beweist.
Diese Hilfsstze zeigen Wenn b ein Ideal vom Interval [0, a] ist,

so bildet die Gesamtheit der Elemente fl e mit / e 5 ein Rechtsideal
in $.

O1) /2)Hilfssatz 3. Ist a < fl)/z) fl), so ist {(a ,
#7 --.) r (a a)} wa a a (i 4= " 4: k 4= i).

(1)Beweis. Die linke Seite der letzten Formel ist gleieh (a
/./. a) (a a). Hier ist der Ausdruck in den vorigen

4) Es ist x=
5) Dies alles lisst sich ganz ihnlich wie beim komplementiren Fall beweisen;

siehe 1).
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Klammern

__
(].ij ._Z ej %2 ak aij 2 akj L_) ak aij %2 ai.ipli i) k.2 ak e]ij

c a) (, a a) a a.
Nun setzen wir voraus, dass L die folgende Bedingung erffillt"
Bedingung (A)" Ist x a=a a ffir ein Element x aus L, so

gibt es ein Komplement r yon a in a al mit r x).
Unter dieser Annahme gilt
Hilfsstaz 4. Ist a g .)fl) ) ffir a, fl(), ..., (r) e , SO

gibt es ), r(), ..., () in derart, dass

a (1)r("+ fl()r() +... +()r
ist.

Beweis. Wegen des Hilfssatzes 3 und der obigen Annahme gibt
es ein =r()e mit (aa ...)
i j k i ist. Andererseits ist

(a,.

(c a). Mit dem gleichen y gilt

Also
(-,+(’r) (y w z) (a w a).

(a y z) (ai a) a (a y z) a.
Hier ist

z (((’r) c,) ( a)=(%) (r i ) (a a)

’ (a a).

Ist ein yon ,j, k verschiedener vierter Index, so ist auch

...) a).

Welter is a a {(a a) (c a)} (a a) (c a
a) a a. Daher ist (- a+

(1) (2) (3) (akUa (1)) (aa)} a, a)a

6) Es geniigt in Wahrheit dies nur fiir x e L (a, a2, a,) anzunehmen.
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Nun folgt der Hilfssatz durch Induktion nach r, da er im Falle r=O
trivialerweise richtig ist.

Hiernit ist gezeigt" Wenn ein Rechtsideal yon (R) ist, bildet
die Gesamtheit yon t mit fle ein ideal yon [0, a]; zwei verschie-
denen Rechtsidealen yon (R) gehSren zwar zwei verschiedene Ideale von
[0, a,].

Nun fiihren wir die zweite Bedingung ein, die wir fiir unseren L
als erfiillt annehmen

Bedingung (B) FOr zwei Elemente b cx aus [0, a] existiert ein
/: (Komplement yon ax in a a), so dass / a b aber .a cx
ist8).

Diese Bedingung ist aber noch nicht hinreichend, um die Zuordnang
zwischen L und dem Verband der Rechtsideale im allgemeinsten Fall
zu bewerkstelligen. Also setzen wir zuerst voraus die weitere

Bedingung (B1): [O,a] ist vollstindig. Gilt ffir Komplemente

-1,/([) (e T) yon ax in aal die Relation a (=(aa)a)
sup {/:)(= (a w,/,(,.[)) ax) }, so ist ql ir’)U/r) U U rr) mit ge-
veT

eigneten endlich-vielen /:).
Dann wird der Verband [0, ax] zum Verband aller Rechtsideale

yon (R) isomorph.
Beweis. Es sei b e [0, all. /(e (R)) mit / b bilden ein Rechtsideal

! yon , wie wit oben gesehen haben; dafiir schreiben wir: b--
Ist b :> c, so gilt (b--* B, c--> (8) wegen der Bedingung (B)).

Ist umgekehrt !B ein Rechtsideal yon (R), so sei b das erzeugehende
Element des nach der Obigen Vorschrift zu zugeordnten Ideales b
yon [0, a] - b sup b sup (/1 ]/ { ). Ist E ein zweites Rechts-
ideal yon (R) mit , so ist c b, wie wir schon bemerkt haben.
Dann folgt aber aus der Bedingung (B), dass E-- c=sup c <: sup
ist. Nun ist es klar, dass die Zuordnung b * !3 den verlangten (1-1)
Isomorphismus zwischen [0, a] und dem Rechtsidealverband yon (R) gibt.

Wir nehmen jetzt die Vollst/indigkeit yon L zuriick, aber ver-
sch/irfen (B) in die

Bedingung (B’): Ist be [0, ax], so gibt es endlich-viele Komple-
mente ()() /() /(2),, ,, ..., yon a in a a mit b =/x)

Unter dieser Bedingung (B’) ist [0, a] mit dem Verband aller
endlichen Rechtsideale yon (R) isomorph. Beweis. Ist ein endliches
Rechtsideal in (R): =(/()(R),/()(R), ...,/()), so ist das zugeordnete

7) (aj, lj) .1., (aj Blj, ak) .1. also (aj, t’, ak) .1_, (aka) /l=0. Fiir de Theorie
der Unabhingigkeit in modularen Verbinden siehe etwa G. Birkhoff, Lattice Theory
(1940) und J. yon Neumann, Continuous Goemetry. I. (1936).

8) Oder, was dasselbe ist, /1(=(a2 1) al)< bl aber cl.
9) > bedeutet und .
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Ideal 5 von [0, a] ein Hauptideal : [0, /l) k..) p2) k..2 k..) pr)]. An-
dererseits ist es klar, dass /l) k_) k) /r ( [0, all) ---> (/(1), (r))
(in demselben Sinne yon-- wie oben). Nun beweist man die Behaup-
tung ganz /ihnlich wie oben.

Es sei bemerkt, dass diese Bedingungen (B’), (B) beide von (B)
absorbiert werden, wenn L yon endlicher Dimension ist.

3. Hauptsatz.
Es sei nun (R) ein Ring mit einem Einselement e. Wir betrachten

einen n-gliedrigen Vektorraum E.(R) +E(R) +... +E(R) fiber (R) und
den modularen Verband L seiner Unterr/ume (=(R)-Unterrechtsmoduln).
Die n Elemente a E(R), a: E(R), a E(R) in L sind zueinander
unabhingig und perspektiv in L. Ihre Vereinigung ist ersichtlich das
Eins I=:Y yon L. Komplemente on a=E-(R) in a a=E(R)+E(R)
sind die Untermoduln von der Form

(13) fl=(E-Efl)(R) (t e (R))

(i j). Ist 1I ein Unterraum yon mit 1I - E(R) =E(R)+E(R), so
wird E als eine Summe u+Ea yon u, Ea aus 1I, E(R) dargestellt.
Dann ist u(R) (e L) 1I und u(R) E(R) =E(R)+E(R). Hier ist u(R)
E=O; ist nimlich v=u=Ey ein gemeinsames Element yon u(R)
und E(R), so gilt E (e E.(R)) u+Ela E(y+a) e E(R) also E
=0 und v=O. Dies weist aber die Bedingung (A) des vorigen Para-
graphen fiir L nach.

Weiter geniigt L der Bedingung (B), well fiir das Element
in (13) fl=E(R) ist. Die Bedingung (B1) ist auch erfiillt, wie man
leicht einsieht).

Gehen wir jetzt zum Unterverband L’ yon endlichen (R)-Unterrechts-
moduln von fiber. L a, fl- und / alle liegen in L’, und a (i=
1, 2, ..., n) sind auch in L’ zueinander perspektiv. Da welter u(R) e L’,
erfiillt L’ (A). Er geniigt auch (B’).

Satz. Ein endlich-dimensionaler modularer Verband (bzw, ein
modularer Verband, bzw. ein vollstiindiger modularer IZrband) Lo ist
dann und nur dann mit dem Verband aller Rechtsideale (bzw. aller
endlichen Rechtsideale, bzw. aller Rechtsideale) in einem assoziativen
Ring mit Einselement isomorph, wenn Lo in einem modularen Verband
L als Ideal [0, Io] derart eingebettet werden kann, dass es in L vier
in L zueinander, unabhiingigen und zueinander perspektiven Elemente
a Io, a, a, a mit der Vereinigung a a a, a I (Eins yon .L)
gibt, und die Bedingungen (A), (B) (bzw. (A), (B’), bzw. (A), (B), (B.))
erfillt sind.

10) Endlichartigkeit von (Rechts-) Idealen (im Sinne von P. Lorenzen, Abstrakte
Begriindung der mutiplikativen Idealtheorie, Math. Zeitschr. 45 (1939)).


