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17. Sur la representation de Villat pour les fonctions
analytiques dfinies dans un anneau

circulaire concentrique.

Par Yfisaku KOMATU.
Institut de Math6matiques, Universit6 Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, i.LA., Feb. 12, 1945.)

On se donne un domaine annulaire, soit, un domaine doublement
connexe sur un plan complexe dont les composantes de frontire sont
deux continua arbitraires n’ayant aucun point commun. On peut, alors,

lui donner un module lg 1(0 q 1) comme une invariante conforme,
q

une seule essentiellement, et le representer conformment sur l’anneau
circulaire concentrique q lzl 1 qui peut tre regard comme tant
une sorte d’un domaine normal. A cause de ce fait, si nous voulons
traiter les problbmes sur les fonctions analytiques dfinies dans les
domaines annulaires, la representation de Villat correspondant celle
de Poisson pour un domaine circulaire dans le cas de domaines sim-
plement connexes nous donne souvent une mthode trbs fcondeD. Voici
la representation de Villat.

Dam l’anneau circulaire concentrique q z 1, une fonction
analytique rdgulibre 12(z), dont la pattie r$elle U(z)=12(z) donne la
solution du problbme de Dirichlet ayant, comme les valeurs-front@res,

M() (z --) e)
U(z)

N() (z ---) qe)

peut dtre derite sous la forme suivante"

jO1
2

o e est une eonstante rdelle pouvant dtre ehoisie arbitrairement, et
routes les notations pour les fonctions elliptiques appartiennent eelles
dont les #riodes primitives sont un hombre rdel 2o et un hombre
imaginaire pure 2,oa satisfaisant ? la relation

i__lgl"
o q

1) Nn ee qi eoneerne ses applieations la representation eonforme, volt, par
exemple, les Notes d pr.sent auteur" Untersuehungen iiber konforme Abbildng
yon mveifaeh zsammenhiingenden Cbieten, Proe. Phys.-Math. 8oe. Japan, :I. (1943),
1-42; Darstdlmgen der in einem Kreisringe analytisehen Nnktionen nebst den wen-
dgen af konforme bbildng ar PolygonMringgebiete, Jap. Jorn. Nath.,
r).
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Pour ddmontrer ce thorme, Villat a regard8 les valeurs-frontires
comme tant produites par la limite de superposition des fonctions
constantes sur chaque arc des circonf6rences et au fond utilis8 implicite-
ment la notion de la mesure harmonique qui a dt introduite ultrieure-
ment. A part cette dmonstration originale donn6e par Villat) lui-mme,
nous avons encore une dmonstration par Dinia) qui utilise les notations
emprunt6es de la thdorie des fonctions elliptiques de Jacobi et une
autre dmonstration simple par Demtchenko4) qui part de la considera-
tion des rsidus, ce qui revient h utiliser la formule d’intgrale de
Cauchy.

Cette representation ayant, nous semble-t-il, une grande importance
il ne sera pas inutile de montrer dans cette Note qu’en rSalit on peut
l’obtenir de la formule gnrale de Green sur les fonctions harmoni-
ques, d’une manire trs simple et d’un seul coup sans considrer lea
plusieurs cas se prsentant cause de la polydromie de la fonction

Or, il est bien connu que5), pour un anneau circulaire concentrique
q lwl 1, une fonction analytique (multivalente et ddtermine une
constante additive imaginaire pure pros), dont la partie relle g(w;z)
=!Rf(w;z) coincide avec la fonction de Green ayant, comme pble, le
point intrieur z, est donnde par

f(w" z)= lg i(q- w) ’z--’--q- 2---!
(1 lg-/7
2,i

ou, avec les notations des fonctions elliptiques de WeierstrafJ,

+ _2__Y_) ]g (q-:Iz i) lg w +f*(z),

f*(z) tant une quantit dtermine ne dpendant qhe du paramtre
z) De cette formule, on obtient en premier lieu

2) H. Villat, Le problme de Dirichlet dana un aire annulaire, Rend. del Circ.
mat. di Palermo, 33 (1912), 134-175.

3) D. Dini, II problema di Dirichlet in un’area anulare, e hello spazio compreso
fra due sfere concentriche, Rend. del Circ. mat. di Palermo, 3 (1913), 1-28.

4) B. Demtchenko, Sur la formule de M.H. Villat rsolvant le problme de Diri-
chlet dana un anneau circulaire, Journ. de math. pures et appl., 10 (1931), 201-211.

5) Voir, par exemple, R. Courant et D. Hilbert, Methoden der mathematischen
1

Physik, t. I, deuxime d., Berlin, (1931), p. 335--337, off il apparait un facteur -cause du fair qu’ils adoptent une condition de normulisation diffrente que celle d’ici
pour lu singularit au pSle.

6) Voir, par exemple, Y. Komatu, Die Geschwindigkeitspotentiale und die Kutta-
Joukowskischen Bedingungen fiir die StrSmungen in vielfach zusammenhngenden
Gebieten. II, Proc., 21 (1945), 83--93, o5 nous avons montr la forme complete de la

fonction f(z" z)avec la spcialisation to=a’, 3=ilg !.
q
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par nuent, les drivs de la onetion de Grin dans la dirtion
de la normale inrieure chaque int-frontire deviennent

..O(qe" z)-m[" Of(w; z) L---1 Fu2wg,(7(i lgz+ f))- w xiw3
(+--/2-)lg Z]

Off nous avons utilis les relations bien connues

(dflnition), yw-Y3l= (par gendre), le fait que le paralllo-

amme des ries est un rectangle ayant les cbts parallales aux
axes, it, que, w et iwa nt tousles deux un nombre rl, y est
en mme temps un nombre rl, et les relations

(a) =(u),

valables d’aprs des circonstanc ci-dessus. Enfin, d’aprs la formule
de Grin sur les fonctions hamoniques, on parvient la reprsention
tour U(z)=9(z)"

1 [ Og(e z) d+ N(f).Og(qe’; Z).qd(z)= M()
On #o

d’o on obien immiatemen la rersenain de Villa en


