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Abstract

Let δ be a lipschitz positive function in an open set U of Cn. We sup-
pose that δ is rapidely decreasing in a neighborhood of K = δ(−1){0} then
all puissances of d(., K). We introduce a C1

δ (U) algebra and prove that the
Bochner-Martinelli formula for h ∈ C1

δ (U) is valid uniquely on K. We define
by this formula a Whitney field on K associated to h, and prove that the
restriction of h to K is C∞ and ∂̄-flat. In particular h is holomorphic in the
interior of K (if the interior of K is not void).

Résumé
Soit δ une fonction positive lipschitzienne sur un ouvert U de Cn, qui

décrôıt au voisinage de K = δ−1{0} plus vite que les puissances de d(., K). On
introduit l’algèbre C1

δ (U) et on montre que la formule de Bochner-Martinelli
est valable pour h ∈ C1

δ (U) uniquement sur K. On définit grâce à cette formule
un champ de Whitney sur K associé à h puis on montre que la restriction de
h à K est de classe C∞ au sens de Whitney et ∂̄-plate.En particulier h est
holomorphe à l’intérieur de K (si K est d’intérieur non vide).

1 Introduction

Soient A une algèbre localement convexe complète à unité, a ∈ A et δ une fonction
lipschitzienne, positive sur C vérifiant au voisinage de l’ infini :

ε ≤ δ(t)
|t| ≤M
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où ε et M sont des constantes positives indépendantes de t telle que l’ensemble
{δ(t)(a − t)−1/t 6∈ δ−1(0)} soit borné. L.Waelbroeck [20] introduisit une algèbre de
fonctions X définies et continues sur un voisinage U du spectre de a et vérifiant∫

U

δ−1(t)|∂̄f(t)dt| < +∞.

où ∂̄f(t) = d
dt̄

f(t)dt̄.

Si h ∈ X alors il définissa h[a]. Il est naturel dans le problème du calcul fonctionnel
envisagé par Waelbroeck, de considérer des fonctions vivant uniquement sur le
spectre.
C.Wrobel [21] introduisit aussi une algèbre utile au calcul fonctionnel multi-dimensionnel
dans une algèbre de Banach commutative et unitaire.
Ngyen The Hoc [14] et [15] étudia aussi mais dans le cas bornologique le calcul
fonctionnel multi-dimensionnel lié à la croissance des coefficients spectraux.
M.Hemdaoui [9] considéra pour l’opérateur de Laplace (−∆) opérant sur S ′(Rn)
espace des distributions tempérées sur Rn. Son spectre est R+ ,une algèbre de
fonctions définies sur un secteur Γ voisinage de R+. Il étudia contrairement aux
autres les propriétés de la restriction à R+ d’un élément de cette algèbre. Dans [10]
il résoud le problème d’extension dans ce cas là.

J.Chaumat et A-M.Chollet [4] ont considéré une fonction f continue sur un
ouvert U de Cn telle que ∂̄f soit continue sur U et décrôıt rapidement par rapport
aux puissances de d(., K). Ils montrent ainsi qu’on peut associer à f un champ de
Whitney (Fα)α∈N2n défini sur K et ∂̄-plat sur K.

Soient U un ouvert borné de Cn et δ une fonction définie positive lipschitzienne
sur U qui décrôıt au voisinage de K = δ−1{0} plus vite que les puissances de d(, K).

Dans cet article, nous établissons le résultat de J.Chaumat et A-M.Chollet [4]
pour une classe de fonctions f telles que

∫
U |∂̄f(t)|δ−1(t)|dt| < +∞ pour au moins un

voisinage U du compact K. Ce travail est une extension d’un résultat établi pour
n = 1 [7],où on a utilisé le noyau de Cauchy qui est déjà holomorphe. Tandis qu’
ici on utilise le noyau de Bochner - Martinelli et le calcul fonctionnel pour établir le
résultat désiré.

Il est bon de rappeler aussi que A.Soigatt [18] a étudié le cas particulier d’un
compact réduit à un point , où δ contrôle la résolvante d’un opérateur quasi-nilpotent.
Dans ce cas, le champ obtenu est une suite (Mn)n∈N ∈ RN+ qui est finie si l’opérateur
est nilpotent.

2 L’alg èbre C1
δ (K) et Calcul Fonctionnel

Dans cette partie on définit l’algèbre C1
δ (U) et l’algèbre C1

δ (K). On montre que
si h ∈ C1

δ (U) alors sa restriction à K s’exprime en fonction de h et du noyau de
Bochner-Martinelli.

Soient K un compact de Cn et U un voisinage de K ouvert et borné.

Définition 2.1. Une fonction δ définie, positive et lipschitzienne sur U , est dite
très plate au voisinage de K si et seulement si pour tout entier m ∈ N, il existe
Cm ≥ 0 tels que ∀z ∈ U :

δ(z) d(z, K)−m ≤ Cm (2.1)
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On désigne par ∆(K) l’ensemble des fonctions δ très plates au voisinage de K.

Définition 2.2. On dit que h ∈ C1
δ (U) si et seulement si :

(i) h est continue et bornée sur U ,
(ii)∂̄h est à coefficients mesurables dans U ,
(iii)

∫
U (δ(z))−1 |∂̄h(z)| dm(z) < +∞.

où

|∂̄h(z)| =
n∑
i=1

|∂z̄ih(z)|

Remarque 2.1. Si h ∈ C1
δ (U) alors h vérifie ∂̄h = 0 p.p à l’intérieur de K.

Proposition 2.1. L’algèbre C1
δ (U) normée par

||f ||δ = sup
U
|f(t)|+ 1

2π

∫
U

δ−1(t)|∂̄f(t)dt|

est une algèbre de Banach commutative et unitaire.

Sur l’algèbre C1
δ (U), on considère la relation d’ equivalence suivante :

fRg⇔ f = g sur K

L’algèbre C1
δ (U)/R est de Banach, car le noyau de la relation R est fermé. Si U” ⊂

U ′ ⊂ U sont trois voisinages ouverts de K alors on a le diagramme commutatif
suivant :

C1
δ (U)/R

RU,U′ //

RU,U”

!!CCCCCCCCCCCCCC
C1
δ (U

′)/R

RU′,U”

}}zzzzzzzzzzzzzz

C1
δ (U”)/R

avec :
RU,U” = RU ′,U”oRU,U ′

Où RU,U ′ est la restriction d’un élément de l’algèbre C1
δ (U) à l’algèbre C1

δ (U
′). D’où

la famille (C1
δ(U)/R)U∈V(K) est un système inductif. On écrit :

C1
δ (K) = lim

~U∈V(K)

(C1
δ (U)/R)

Comme pour U ∈ V(K) l’application RU,K de C1
δ (U)/R dans C1

δ (K) est injective ; dès
lors l’algèbre C1

δ (K) est une algèbre topologique séparée et complète.

Proposition 2.2. L’algèbre C1
δ (K) est une limite inductive sequentielle décroissante

d’algèbres de Banach avec morphismes injectives.

Démonstration
K étant un compact de Cn, on sait que la suite d’ensembles ouverts définis par :

Um = {z ∈ Cn/d(z, K) <
1
m
} m ∈ N∗.

constitue un système fondamental de voisinages de K il suffit alors de considérer les
algèbres de Banach C1

δ (Um). Et on a

C1
δ (K) = lim

~Um∈V(K)

(C1
δ (Um)/R)
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Soit (v1, . . . , vn) le n-uplet des fonctions suivantes :

vj(ζ) =
ζj − z

|ζ − z|2 (2.2)

où j ∈ {1, . . . , n}, la famille de ces fonctions est définie pour chaque z ∈ Cn sur Cn\{z}
et vérifie pour ζ ∈ Cn\{z} :

n∑
j=1

vj(ζ) (ζj − zj) = 1 (2.3)

Le noyau de Bochner-Martinelli est la forme différentielle suivante :

$z =
n∑
j=1

(−1)j+1vj ∂̄v1..
̂̄∂vj ..∂̄vn (2.4)

où ̂̄∂vj signifie qu’on omet ce terme.

Proposition 2.3. Soit f une fonction de classe C1 à support compact dans Cn alors
pour tout z ∈ Cn, on a la formule de Bochner-Martinelli suivante :

f(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄f$zdζ1..dζn (2.5)

avec Cn = (n−1)!
(2πi)n

.

Démonstration
C’est une conséquence de la formule de Stokes, voir par exemple [11].

Théorème 2.1. Soit h ∈ C1
δ (U). Si ψ ∈ D(U) vérifie ψ = 1 sur un voisinage de K et

si z ∈ K alors on a :
h(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(hψ)$zdζ1dζn (2.6)

Démonstration
Soit V un ouvert relativement compact dans U et contenant le support de ψ, on pose
K ′ = V̄ . Si h ∈ C1

δ (U) alors h ∈ C(K ′), donc il existe une suite de fonctions (hj)j∈N
définies, de classe C1 sur K ′ et convergeant uniformément vers h dans K ′.
La suite (hj)j∈N converge aussi au sens des distributions vers h dans D′(V ).
D’après la proposition(2.3) on a pour j ∈ N et z ∈ K :

hj(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(hjψ)$zdζ1..dζn

Or sur K la suite hj converge uniformément vers h, donc il reste à montrer que :

lim
j→+∞

∫
Cn

∂̄(hjψ)$zdζ1..dζn =
∫
Cn

∂̄(hψ)$zdζ1..dζn (2.7)

Tout d’abord on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. Soient Ω un ouvert de U contenant K et z ∈ K, on pose :

Km = {x ∈ U / d(x, Ω) ≤ 1/m}

Alors il existe une famille de fonctions (ψm)m∈N∗ dans D(Cn) telle que :
supp ψm ⊆ Km/3\Bo(z, 1/m)
ψm = 1 sur Km\Bo(z, 3/m) et 0 ≤ ψm ≤ 1 (2.8)
pour α ∈ N2n il existe cα > 0 tels que ‖Dαψm‖ ≤ cα m|α|
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Démonstration
La démonstration de ce lemme ressemble à celle dans [12], sauf qu’ici on choisit la
fonction caractéristique de Km/2\Bo(z, 2/m) au lieu de la fonction caractéristique de
Km/2. �

Soient h ∈ C1
δ (U) et α une forme différentielle de classe C∞ de degré 2n − 1 et à

support compact dans U alors < ∂̄h, α > vérifie :

< ∂̄h, α >=
∫
Cn

∂̄hα (2.9)

Soient Ω un voisinage ouvert, relativement compact de K dans U et ψ ∈ D(U) une
fonction à support compact dans Ω vérifiant ψ = 1 sur un voisinage de K. Soient
aussi z ∈ K et (ψm)m∈N∗ une suite associée à Ω dans le lemme (2.1). On désigne par
m0 le plus entier naturel m tel que Km ⊂ U .On pose :

αm = ψm $zdζ1..dζn

La forme différentielle αm est de classe C∞ et à support dans K ′m = Km/3\Bo(z, 1/m).
Comme la forme différentielle ∂̄(hj ψ)αm est intégrable alors < ∂̄(hj ψ), αm > est
défini. Comme h ∈ C1

δ (U) alors < ∂̄(h ψ), αm > est aussi défini.
La suite (< ∂̄(hj ψ), αm >)j∈N converge vers < ∂̄(h ψ), αm >, montrons que la convergence
est uniforme en m ; c’est à dire que pour tout ε > 0 il existe j0 ∈ N tels que pour
j > j0 et z ∈ K :

sup
m≥m0

| < ∂̄(hj ψ), αm > − < ∂̄(h ψ), αm > | < ε (2.10)

En utilisant la formule de Stokes on a :

< ∂̄(hj ψ), αm >= − < hj ψ, ∂̄αm >

D’après la notion de courant [17] on a :

< ∂̄(h ψ), αm >= − < h ψ, ∂̄αm >

d’où :

< ∂̄(hj ψ), αm > − < ∂̄(h ψ), αm >= − < hj ψ, ∂̄αm > + < h ψ), ∂̄αm >

or :

< hj ψ, ∂̄αm > − < h ψ, ∂̄αm >=
∫
K′m

(hj − h) ψ ∂̄αm

On a :

∂̄αm = ∂̄ψm$zdζ1..dζn

Le support de cette forme différentielle est le support de ∂̄ψm, qu’on note Vm. Soit
V ′m l’intersection du support de ψ avec Vm.
Comme V ′m ⊂ B(z, 3/m)\Bo(z, 1/m) et comme le module de la forme différentielle
∂̄ψm$zdζ1..dζn est équivalent à m2n et le volume de V ′m ne dépasse pas Cn m−2n, alors
la forme différentielle ∂̄αm est intégrable et ‖∂̄αm‖1 est majorée par une constante
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qui ne dépend pas de m.Or hj converge uniformément sur Ω vers h donc on a (2.10).
Posons : 

A1,j,m =
∫

Ω ∂̄(hj ψ)$zdζ1..dζn− < ∂̄(hj ψ), αm >

A2,j,m = < hj ψ, ∂̄αm > − < h ψ, ∂̄αm >

A3,j,m = < ∂̄(h ψ), αm > −
∫

Ω ψ ∂̄h$zdζ1..dζn

Pour le terme A2,j,m on utilise (2.10), d’où A(2,j,m) converge uniformément en j et m
vers 0.
On a :

A1,j,m =
∫

Ω ∂̄(hj ψ)$zdζ1..dζn− < ∂̄(hj ψ), αm >

=
∫

Ω (1− ψm) ∂̄(hj ψ)$zdζ1..dζn

et
A3,j,m =

∫
Ω ∂̄(h ψ)$zdζ1..dζn− < ∂̄(h, ψ), αm >

=
∫

Ω (1− ψm) ∂̄(h ψ)$zdζ1..dζn

Donc pour chaque j ∈ N on a lim
m→+∞

A1,j,m = 0 et lim
m→+∞

A3,j,m = 0, d’où il existe une

suite d’entiers naturels (mj)j∈N telle que lim
j→+∞

A1,j,mj = 0 et lim
j→+∞

A3,j,mj = 0.

Comme on a :∫
Cn

∂̄(hjψ)$zdζ1..dζn−
∫
Cn

∂̄(hψ)$zdζ1..dζn = A1,j,mj + A2,j,mj + A3,j,mj

d’où (2.7) et le théorème(2.1) est établi. �

Soit (u1, . . . , un) une famille de fonctions telle que :

(H1)


u1(ζ, z).(ζ1− z1) + · · ·+ un(ζ, z).(ζn− zn) = 1 sur Cn\K
∃N et s ≥ 1 / ∀α ∈ N2n ∃cα > 0 tels que :
supζ d(ζ, K)N+s|α| |Dα

z ui(z, ζ)| ≤ cα

Soit (ψε)ε>0 une famille de fonctions telle que :

(H2)

{
supp ψε ⊂ K2ε, 0 ≤ ψε ≤ 1, ψε = 1 sur Kε et
‖Dαψε‖∞ ≤ cα ε−|α| pour α ∈ N2n

Posons ui,ε = (1− ψε) ui alors on a sur Cn l’identité spectrale suivante :

u1,ε(ζ, z).(z1− ζ1) + · · ·+ un,ε(ζ, z).(zn− ζn) + ψε = 1 (2.11)

On associe à (uε, ψε) les deux formes différentielles ω(uε, ψε) et $(uε, ψε) définies par :

ω(uε, ψε) = n! ∂̄u1,ε..∂̄un,ε (2.12)

et

$(uε, ψε) =
n∑
j=1

(−1)j+1 uj,ε ∂̄u1,ε..
̂̄∂uj,ε..∂̄un,ε (2.13)

On a :
(n− 1!) ∂̄$(uε, ψε) = ω(uε, ψε) (2.14)

On pose $′z =
∑n

j=1 (−1)j+1 uj ∂̄u1 . . . ̂̄∂uj . . . ∂̄un, ωε = ω(vε, ψε) et ω′ε = ω(uε, ψε).

Proposition 2.4. : Si h ∈ C1
δ (U) alors on a pour tout z ∈ K :

h(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ)$′zdζ1..dζn (2.15)
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Démonstration :
Si on considère l’application Φ suivante :

Φ(h) = lim
ε→0

1
(2πi)n

∫
Cn

h(ζ) ω(uε, ψε)dζ1..dζn

alors Φ est un homomorphisme continu de l’algèbre C1
δ (K) sur l’algèbre C(K) et ne

dépend pas de la famille spectrale vérifiant (H1) et (H2) . Donc on a :

lim
ε→0

1
(2πi)n

∫
Cn

h(ζ) ωεdζ1..dζn = lim
ε→0

1
(2πi)n

∫
Cn

h(ζ) ω′εdζ1..dζn

En utilisant Stokes on a :

lim
ε→0

1
(2πi)n

∫
Cn

h(ζ) ωεdζ1..dζn = −Cn lim
ε→0

∫
Cn

∂̄(h ψ)$ε,zdζ1..dζn

et

lim
ε→0

1
(2πi)n

∫
Cn

h(ζ) ω′εdζ1..dζn = −Cn lim
ε→0

∫
Cn

∂̄(h ψ)$′ε,zdζ1..dζn

Or les formes différentielles $ε,z et $′ε,z convergent respectivement sur Cn\K vers $z

et $′z, de telle sorte qu’on ait :

Φ(h)(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ)$′zdζ1..dζn

Or on a pour z ∈ K :

h(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ)$zdζ1..dζn

d’où Φ(h) = h sur K. �

3 Restriction à K d’un élément de C1
δ (U)

Soit h une fonction définie et continue sur U voisinage d’un compact K. Si ∂̄h

est continue sur un voisinage V ⊂ U de K et vérifie pour tout entier m ∈ N

sup
z∈V

d(z, K)−m |∂̄h(z)| <∞ (3.1)

alors on peut associer à h le champ de Whitney suivant :

hα(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ)Dα
z$zdζ1..dζn (3.2)

défini sur K et ∂̄-plat sur K.
Dans cette partie, nous étudions la régularité au sens de Whitney de la restriction

à K d’un élément de l’algèbre C1
δ (U) pour U voisinage du compact K et δ ∈ ∆(K).

Nous construisons à partir de la formule de Bochner-Martinelli le champ associé à
h sur K et on montre grâce à ce champ que h est de classe C∞ au sens de Whitney
sur K et en utilisant la proposition (2.4) nous établissons que h est ∂̄-plate sur K.
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3.1 Dérivation au sens de Whitney sur un compact de Rn

Définition 3.1. : Soit K un compact de Rn où n est un entier naturel non nul. On
dit que la famille (fα)α∈Nn est un champ de Whitney sur K si et seulement si :
(i) fα est définie et continue sur K pour tout α ∈ Nn.
(ii)Pour tout x0 ∈ K, r ∈ N et |α| ≤ r on a sur K la formule deTaylor suivante :

fα(x)−
∑

|α+β|≤r
fα+β(x0)

(x− x0)β

β!
= o(|x− x0|r−|α|) (3.3)

On désigne par C∞(K) l’algèbre des champs de Whitney sur K, munie de l’addition
et de la multiplication suivante :

(fα)α∈Nn.(gα)α∈Nn = (
∑
β≤α

(αβ) fβ gα−β)α∈Nn (3.4)

où (αβ) est le binôme de Newton.
Si K = Ω̄ alors sur Ω on a fα = Dαf0 et Dαf0 est prolongeable par continuité jusqu’au
bord de Ω. Sur ∂Ω on a seulement un champ de Whitney, sauf si le bord de Ω est
lipschitzien où la notion de dérivation usuelle coincide avec la dérivation au sens de
Whitney. D’après le théorème d’extension de Whitney, on peut prolonger tout champ
de Whitney à Rn tout entier, ce qui signifie que la fonction f = fo est prolongeable
en une fonction f̃ de classe C∞ sur Rn tout entier telle que pour z ∈ K et α ∈ Nn :

Dαf̃ (z) = fα(z)

3.2 La classe JM (K) :

Soient K un compact de Rn et H = (hα)α∈Nn un champ de Whitney sur K. On
définit T p

ξ H(x) par :

T p
ξ H(x) =

∑
|α|≤p

1
α!

hα(ξ) (x− ξ)α (3.5)

pour ξ ∈ K et x ∈ Rn.
Soit M = (Mp)p∈N une suite telle que M0 = 1 et M est logarithmiquement convexe.
On dit que H ∈ J{M}(K) si et seulement si H vérifie les deux conditions suivantes :
(i)Il existe k > 1 et C ≥ 0 tels que :

sup
x∈K
|hα(x)| ≤ C kp Mp p! (3.6)

pour p = |α|.
(ii) Pour tout entier p ∈ N et tout |α| ≤ p, si (ξ, x) ∈ K ×K alors :

|hα(ξ)−DαT p
ξ H(x)| ≤ C kp |α|! Mp+1|x− ξ|p+1−|α| (3.7)

On dit que H ∈ JM (K) si et seulement si pour tout k > 0 il existe Ck ≥ 0 tels que H

vérifie à la fois (i) et (ii).
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3.3 Dérivation d’un champ de Whitney :

Soit K un compact de Cn, on écrit z = (z1, . . . , zn) avec zj = xj + ixj+n. Soient 1j
le multi-indice de N2n dont tous les indices sont nuls sauf le jième qui vaut 1 et 1j+n
le multi-indice de N2n dont tous les indices sont nuls sauf le (j + n)ième qui vaut 1.
On associe au champ H le champ ∂̄KH . On pose par définition :

∂K,z̄jhα =
1
2

(hα+1j + i hα+1j+n) (3.9)

où α ∈ N2n.
On définit formellement sur K les formes différentielles de degré 1 dz̄1, . . . , dz̄n et on
pose par définition :

∂̄K =
∑

j∈{1,...,n}
∂K,z̄j dz̄j (3.10)

Définition 3.2. : Soit h ∈ C(K), h est dite ∂̄-plate sur K si et seulement s’il existe
un champ de Whitney H = (hα)α∈N2n défini sur K associé à h (h0 = h) tel que pour
tout α ∈ N2n :

Dα∂̄KH = 0 (3.11)

Si h̃ est une extension du champ de Whitney H à Cn tout entier alors h̃ vérifie
pour tout z ∈ K et α ∈ N2n :

Dα∂̄h̃(z) = 0

On dit que H ∈ J0
{M}(K) si H ∈ J{M}(K) et H est ∂̄-plat. On définit de même J0

M (K).

3.4 Régularit é et propri étés de la restriction

Dans le théorème suivant on établit le résultat le plus important et on donne les
propriétés de la restriction à K d’un élément de l’algèbre C1

δ (U). On remarque que
la régularité de h ∈ C1

δ (U) en dehors de K ne joue aucun rôle.

Théorème 3.1. Si h ∈ C1
δ (U) alors sa restriction à K est de classe C∞ au sens de

Whitney et ∂̄-plate pour le champ suivant :

hα(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ)Dα
z$zdζ1..dζn (3.12)

où z ∈ K, ψ ∈ D(U) et ψ = 1 sur un voisinage de K. Il existe aussi une suite (Mp)p∈N
qui ne dépend que de δ, telle que {Mp} est croissante logarithmiquement convexe et
(hα)α∈N2n ∈ J{M}(K).

Démonstration
D’après le théorème (2.1) on a pour h ∈ C1

δ (U) et z ∈ K :

h(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ)$zdζ1..dζn

On associe à h la fonction hα définie sur K par :

hα(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ)Dα
z$zdζ1..dζn
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où Dz désigne la dérivation par rapport à la variable z.
Pour que la fonction hα soit définie et continue sur K, il suffit de comparer |Dα

z$z(ζ)|
à la fonction δ(ζ) pour ζ 6= z.
Dα
z$z s’écrit dans la base canonique sous la forme :

Dα
z$z =

n∑
j=1

Dα
z aj(z, ζ)∂̄ζ1..

̂̄∂ζj..∂̄ζn (3.13)

avec :

aj(z, ζ) =
n∑
k=1

(−1)k+1 vk det(∂̄ζ′jv1, . . .
̂̄∂ζ′jvk, . . . , ∂̄ζ′jvn) (3.14)

où ζ ′j = (ζ1, . . . , ζ̂j, . . . , ζn), on pose :

|Dα
z$z(ζ)| = sup

j∈{1,...,n}
sup
z∈K
|Dα

z aj(z, ζ)| (3.15)

Montrons que (Dα
z$z(ζ))α∈N2n est un champ de Whitney pour ζ 6= z dont la croissance

est contrôlée par (δ(ζ))−1.

Lemme 3.1. La fonction Dα
z$z(ζ) définie pour ζ 6∈ K vérifie pour tout α ∈ N2n :

|Dα
z$z(ζ)| δ(ζ) ≤ cα (3.16)

où cα est une constante positive. On a aussi :

sup
ζ∈Ω\K

δ(ζ) |Dα
z$z −

∑
α+β≤r

Dα
z$z0

(z − z0)β

β!
(ζ)| ≤ cα,r,δ |z − z0|r−|α|+1 (3.17)

où cα,r,δ est une constante positive.

Démonstration
Si L est une forme n-linéaire, la formule de Leibnitz s’écrit :

DαL(f1, . . . , fn) =
∑

β1+···+βn=α

α!
β1! · · ·βn!

L(Dβ1f1, . . . , D
βnfn)

donc il suffit de majorer |Dβ
z vj(ζ)| et |Dβ

z∂ζ̄kvj(ζ)| pour β ≤ α,j ∈ {1, . . . , n}, k ∈
{1, . . . , n} et ζ 6= z, puis majorer |Dα

z$z(ζ)|.
Lemme 3.2. Soit u(z, ζ) = |ζ − z|2 alors il existe a > 1 telle que pour tout (z, ζ) ∈
K × V \K :

|Dα
z (

1
u(z, ζ)

)| ≤ a|α| |α|!
d(ζ, K)|α|+2

(3.18)

Démonstration
On a :

|ζ − z|2 u(z, ζ) = 1

D’où :
|ζ − z|2 Dαu(z, ζ) = −

∑
β≤α,0<|β|≤2

(αβ) Dβ(|ζ − z|2) Dα−βu(z, ζ)

Si |β| = 1 alors :
|Dβ(|ζ − z|2)| ≤ 2 |ζ − z|
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et si |β| = 2 alors :

|Dβ(|ζ − z|2)| ≤ 2

On a : ∑
β≤α,|β|=1

(αβ) ≤ |α|

et ∑
β≤α,|β|=2

(αβ) ≤ 2|α|2

donc il existe a > 1 telle qu’on ait par recurrence :

|Dαu(z, ζ)| ≤ a|α| |α|!
(|ζ − z|)|α|+2

d’où :

|Dαu(z, ζ)| ≤ a|α| |α|!
d(ζ, K)|α|+2

Soit vj(ζ, z) = ζj−zj
|ζ−z|2 , alors on a :

Dα
z vj(ζ, z) =

∑
|β|≤1,β≤α

(αβ) Dβ
z (ζj − zj) Dα−β

z (
1

u(z, ζ)
)

d’où par recurrence :

|Dα
z (vj)(ζ, z)| ≤ (1 + |α|)a|α| |α|!

|ζ − z||α|+1

d’où aussi :

|Dα
z (vj)(ζ, z)| ≤ (1 + |α|)a|α| |α|!

d(ζ, K)|α|+1
(3.19)

Comme ∂ζ̄kvj(ζ, z) = − (ζj−zj) (ζk−zk)

u(z,ζ)2 pour k 6= j et ∂ζ̄jvj(ζ, z) = − |ζj−zj|
2

u(z,ζ)2 + 1
u(z,ζ)

alors
pour tout (j, k) ∈ {1, . . . , n}2 on a :

|Dα
z ∂ζ̄kvj(ζ, z)| ≤ cn

(1 + |α|)2 a|α| |α|!
d(ζ, K)|α|+2

(3.20)

Comme :

|Dα
z aj(z, ζ)| ≤

n∑
k=1

∑
β1+···+βn=α

α!
β1! · · ·βn!

|Dβ1
z vk | |det(Dβ2

z ∂̄ζ′
k
v1, . . .

̂̄∂ζ′
k
vk, . . . , D

βn
z ∂̄ζ′

k
vn)|

alors :

|Dα
z$z(ζ)| ≤ c′n

∑
β1+···+βn=α

α!
β1! · · ·βn!

(1 + |β1|)(1 + |β2|)2 · · · (1 + |βn|)2 a|α| |α|!
d(ζ, K)|α|+2n−1

avec c′n = n! cn. On a n|α| =
∑
β1+···+βn=α

α!
β1!···βn!

, d’où :

|Dα
z$z(ζ)| ≤ c′n(1 + |α|)2n−1(n)|α| a|α| |α|!

d(ζ,K)|α|+2n−1

≤ c′n n|α| a
|α| (|α|+2n−1)!

d(ζ,K)|α|+2n−1

(3.21)
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On a aussi pour tout entier m ∈ N :

sup
ζ∈Ω

δ(ζ) d(ζ, K)−m ≤ cδ,m (3.22)

où cδ,m est une constante qui ne dépend que de δ et m. Donc (3.16) est une conséquence
directe de (3.21) et (3.22).
Montrons qu’on a (3.17). Soient (z, z0) ∈ K2 et ζ ∈ V \K alors il existe une ligne
brisée Γ qui lie z0 à z dans le plan (z, zo, ζ) telle que d(ζ, Γ) ≥ d(ζ, K) et la longueur
de Γ est inférieure à 2|z − z0|. On peut appliquer la formule de Taylor sur Γ à la
fonction Dα

z$z. Par exemple si un segment [a, b] ⊂ Γ alors pour r ≥ |α| on a :

Dα
z$b −

∑
|α+β|≤r

Dα+β
z $a.

(b− a)β

β!
=
∫ 1

0

∑
|α+β|=r+1

Dα+β
z $tb+(1−t)a.

t(b− a)β

β!
dt

Comme :
|β|! ≤ n|β| β!

card({(α, β) ∈ N2n/|α + β| = r + 1}) ≤ (2n)r+1−|α|

et
(r + 2n)!

(r + 1− |α|)! |α|! ≤ (1 + |α|)2n−1 2r+2n

alors il existe une constante c”n > 0 telle que :

|Dα
z$b −

∑
|α+β|≤r Dα+β

z $a.
(b−a)β

β!
| ≤ c′n

(r+2n)! ar+1 nr+1−|α| (2n)r+1−|α| nr+1

(r+1−|α|)! d(ζ,K)r+2n |b− a|r−|α|+1

≤ c”n (3an3)r |α|!
d(ζ,K)r+2n |b− a|r−|α|+1

Donc on déduit que :

|Dα
z$z −

∑
|α+β|≤r

Dα+β
z $z0 .

(z − z0)β

β!
| ≤ c”n (3an3)r 2r+1−|α| |α|!

d(ζ, K)r+2n
|z − z0|r−|α|+1

(3.23)
Ainsi le champ (hα)α∈N2n est un champ de Whitney.
Comme δ est très plate au voisinage de K alors il existe une suite (Np)p∈N logarithmiquement
convexe telle que :

sup
p∈N

N−1
p d(ζ, K)−p δ(ζ) <∞ (3.24)

En utilisant (3.21) et (3.23) on choisit Mp = Np+2n−1. �

Montrons que la fonction h ∈ C1
δ (U) est ∂̄-plate sur K, disons que pour n = 1 on

a le noyau de Cauchy, qui est holomorphe en z sur un voisinage Kε de K pour
ζ ∈ C\K2ε. Pour n > 1 les noyaux reproduisants ne vérifient pas la proprièté du
noyau de Cauchy sauf dans certains cas. Pour établir que h ∈ C1

δ (U) est ∂̄-plate on
commence par établir les deux propositions suivantes.

Proposition 3.1. Soient h ∈ C1
δ (U), K et K ′ deux compacts tels que K ′ ⊂ K ⊂

δ(−1){0}. On associe à h sur K le champ de Whitney (hα)α∈N2n défini par (3.12) pour
une fonction ψ ∈ D(U) et ψ = 1 sur un voisinage de K. On associe à h sur K ′

le champ (h′α)α∈N2n défini par (3.12) pour une fonction ψ′ ∈ D(U), ψ′ = 1 sur un
voisinage de K ′. Alors on a pour tout α ∈ N2n et tout z ∈ K ′ :

hα(z) = h′α(z)
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Démonstration
On a pour z ∈ K :

hα(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ)Dα
z$zdζ1..dζn

On a pour z ∈ K ′ :

h′α(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ′)Dα
z$zdζ1..dζn

Comme ψ = 1 sur un voisinage de K ′ alors on a aussi :

h′α(z) = −Cn

∫
Cn

∂̄(h ψ)Dα
z$zdζ1..dζn

d’où hα(z) = h′α(z). �

En particulier :
∂̄KH = ∂̄K′H

Un compact K est dit s-H-convexe (s ≥ 1) si et seulement s’ il existe 0 < A ≤ 1 telle
que pour tout ε > 0, il existe un domaine pseudo-convexe Uε tel que :

{z ∈ Cn/d(z, K) < Aεs} ⊂ Uε ⊂ {z ∈ Cn/d(z, K) < ε}

Proposition 3.2. Soit h ∈ C1
δ (U). Si le compact K est s-H-convexe alors il existe

0 < A′ < A et une famille spectrale vérifiant (H1) et (H2) holomorphe en z pour
ζ 6∈ K sur :

V (ζ, K) = {z ∈ Cn/d(z, K) < A′d(ζ, K)s}

Démonstration
Pour la démonstration de cette proposition, voir [3] et [4].

Proposition 3.3. Soit h ∈ C1
δ (U).Si le compact K est s-H-convexe alors h vérifie

pour i ∈ {1, . . . , n}, α ∈ N2n et z ∈ K :

Dα
K∂K,z̄ih(z) = 0

Démonstration
Pour montrer que h est ∂̄-plate sur K, il suffit de montrer que h est limite uniforme
sur K d’une famille de fonctions holomorphes au voisinage de K. Soit (χm)m∈N∗ une
famille de fonctions caractéristiques approchant la fonction caractéristique de K.
Posons χ̃m = (1− χm), posons aussi pour z ∈ Km où Km est le support de χm :

hm(z) = −Cn

∫
Cn

χ̃m(ζ) ∂̄(h ψ)$zdζ1..dζn

La fonction hm est holomorphe sur un voisinage Um de K, Um ⊂ Km. Il est facile de
montrer que Dαhm converge uniformément sur K vers hα. Comme Dα∂̄hm = 0 sur K

pour tout m ∈ N alors on a :

hα+1j + ihα+1j+n = 0

Ce qui montre que la fonction h est ∂̄-plate sur K et la proposition (3.3) est
démontrée. �
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Soient h ∈ C1
δ (U) et z ∈ K alors le singleton {z} = {z1}×· · ·×{zn} vérifie les conditions

de la proposition (3.2) , donc d’aprés les propositions(3.1) et (3.3) la fonction h est
∂̄-plate sur K et le théorème(3.1) est démontré. �

On peut même remplacer ∂̄h par une forme différentielle ϕ de bidegré (0,1) qui
vérifie la condition suivante :∫

U

|ϕ(z)| (δ(z))−1 dm(z) < +∞

Si on considère la famille :

hα(z) = −Cn

∫
Cn

ϕDα
z$zdζ1..dζn

alors (hα)α∈N2n est un champ de Whitney défini et ∂̄-plat sur K.

3.5 Applications

Si K = Ω̄ et si h ∈ C1
δ (U) alors h est holomorphe sur Ω et les dérivées de h sur Ω

se prolongent jusqu’au bord de Ω, sinon ce résultat reste vrai sur l’intérieur de K.
Si h ∈ C1

δ (U) est de classe Cr+1 sur un voisinage de K alors h vérifie sur K pour
|α| ≤ r :

Dα∂̄h(z) = 0

En particulier si h est de classe C∞ sur un voisinage de K alors h vérifie sur K pour
α ∈ N2n :

Dα∂̄h(z) = 0

Si on considère l’application suivante :

R : C1
δ (U) −→ C∞(K)

h −→ (hα)α∈N2n

alors R est une application linéaire continue, c’est à dire que pour α ∈ N2n ∃Cα > 0 :

sup
K
|hα(z)| ≤ Cα‖h‖U,δ

Théorème 3.2. Soit A est une algèbre de Banach commutative et unitaire et
(a1, . . . , an) ∈ An. Alors il existe δ ∈ ∆(σ(a1, . . . , an)) telle que C1

δ (σ(a1, . . . , an)) opère
sur (a1, . . . , an).

Démonstration
Pour n = 1, voir [20] on choisit :

δ(ζ) = ‖(ζ − a)−1‖−1 si ζ 6∈ σ(a) et 0 si ζ ∈ σ(a)

Si n > 1, voir [15] on considère la fonction suivante :{
δa(s) = sup{[∑n

j=1 ‖bj‖A]−1/∃b ∈ An, < a− s, b >= 1}
Sinon δa(s) = 0

et on choisit :
δ(s) = δa(s)3(2n−1)

voir [15], grâce au théorème(2.1) pour tout caractère χ de A on a χ(h[a]) = h(χ(a)). Ce
théorème est aussi une extension d’un théorème établie pour n=1 dû à E.M.Dynkin
[5].
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Théorème 3.3. Si K = δ−1{0} est s-H-convexe (s ≥ 1) alors le champ de Whitney
(hα)α∈N2 associé à h ∈ C1

δ (U) dans le théorème(3.1) est limite uniforme sur K de
fonctions holomorphes au voisinage de K.

Démonstration
Si on considère un compact K s-H-convexe alors un champ ∂̄-plat sur K est limite
uniforme sur K de fonctions holomorphes au voisinage de K (voir [4]), donc on en
déduit que si K = δ−1{0} alors tout élément de C1

δ (U) est limite uniforme sur K de
fonctions holomorphes au voisinage de K. �

Disons aussi que sous la condition (W) introduite par Nguyen The Hoc [15],
on peut construire une fonction δ telle que le théorème(3.3) soit vrai, où on utilise
essentiellement un résultat dû à P.Pflug[16].

Pour améliorer le résultat du théorème(3.1), On impose à δ une condition de
platitude.

Définition 3.3. Soit N = (Np) une suite croissante logarithmiquement convexe.
δ ∈ ∆(K) est dite N -plate au voisinage de K si et seulement si δ vérifie pour tout
k > 0 il existe Ck,δ,N ≥ 0 tels que :

sup
p∈N

N−1
p .k−p.d(ζ, K)−p δ(ζ) ≤ Ck,δ,N (3.25)

Théorème 3.4. Soit δ ∈ ∆(K) une fonction N -plate au voisinage du compact K, si
h ∈ C1

δ (U) alors l’opérateur de restriction à K est continu de C1
δ (U) sur J0

M (K), où
Mp = Np+2n−1.

Démonstration
La fonction h ψ ∈ C1

δ (U) et grâce aux estimations (3.21), (3.23), l’hypothèse (3.25)
et le théorème(3.1) on a le théorème(3.4). �

Théorème 3.5. Soit K = Ω̄ où Ω est un ouvert connexe. On suppose qu’il existe
z0 ∈ Ω tel que pour tout α ∈ N2n on ait :

h(α)(z0) = 0

alors h = 0 sur K.

Démonstration
Comme h est holomorphe sur Ω qui est connexe alors h = 0 sur Ω et par continuité
sur Ω̄ = K. �

Le problème reste ouvert dans le cas d’un compact connexe quelconque. Sauf dans
le cas d’un arc réctifiable [2] ; où on donne une condition nécessaire et suffisante de
quasi-analyticité ou bien et contrairement dans [13] où on donne pour un compact
E de C de mesure nulle une condition suffisante de non quasi-analyticité.
Le problème d’extension est complètement résolu par E.M.Dynkin [5] [6] et par
J.Chaumat et A-M.Chollet [4].
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Göttingen 1972.
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