Uber Ringe, die den Durchschnittssatz gestatten.
Von

Shinziro MORL

(Eingegangen am Juni 30, 1941.)

Bekanntlich gilt in beliebigen 0-Ringen der .schone von E, Noether®
stammende ~

Durchschnittssatz :  In einem 0-Ring.lisst sich jedes Ideal a als Durch-
schmitt von endlich vielen Primdridealen darstellen, a=g gy« - M Q.

Es war aber nicht bekannt, welche Bedingung fir die Giiltigkeit dieses
Satzes notwendig und hinreichend sein soll. Vor kurzem hat E. Kamei®
mit dieser Fragestellung sich beschéiftigt, und gezeigt, dass.in einem ein-
artigen Ringe R der Durchschnittssatz dann und nur dann gilt, wenn in R
der Q. O.-Satz gilt. In dieser Arbeit iiber den gleichen Gegestand wollen wir
zeigen, dass dieser Satz auch dann noch giiltig bleibt, wenn wir. den 0-Ring
durch einen Ring ersetzen, in dem eine Primideal-Folge p; <Cp, T <
und eine Idealquotient-Folge a<Za:b; <a:bb, - - - beide stets nur endlich
viele verschiede Glieder besitzen. :

Die Bezeichungen schliessen sich moglichst eng an die Arbeit von
Krull® an.

Vorbereitende Satze.

Im folgenden sei R ein kommutativer Ring, in dem folgende zwei Vor-
aussetzungen erfiillt sind : _

Voraussetzung 1. Ist etne Kette von Primidealen P, T, Tps<-+-- in
R gegeben und ist jedes p;i1 ein echter Teiler von Y;, so bricht die Kette"
nach endlich vielen Gliedern ab.

Voraussetzung 2. Ist eine Kette von Idealquotienten a “a:b,<a: blbz <
a bbby - - - gegeben, so miissen von einem gewissen n ab alle Glieder
gleich sein.

Zunachst fithren wir den Begriff des zugehorigen Primideals eines Ideals
ein, der in dieser Arbeit eine grosse Rolle spielt.

Definition. Unter einem zum Ideal a(==R) gehorigen Primideal ver-
stenen wir ein Primideal p, zu dem fiir das gegebene Ideal a ein solches
Element r existiert, dass p=a:(r), r<a st

(1) E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 83 (1921), 24.
(2) E. Kamei, Zum Durchschnittssatz in einartigen Ringen, Proc. Imp. Acad. Tokyo
XVII (1941), 95.

(3) W. Krull, Allgemeine Modul-, Ring- und Idealtheorie, Enzy. der Math. WlSS I
(1939).
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Fir die zugehorigen Primideale eines Ideals gilt zunichst

Satz 1. Unter den Voraussetzungen ‘1 und 2 besitzt ein beliebiges Ideal
a nur endlich viele minimale Primidealteiler™ vom selben pg, Poy...., Do
Ferner sind sie die zu a gehérigen Primideale.

Es sei ) die Gesamtheit aller nilpotenten Elemente in bezug auf a,
dann ist b ein Ideal und es gibt kein nilpotentes Element mehr in bezug
auf . Ist b prim und von R verschieden, so ist H=0:(r) fir jedes durch
) unteilbare Element r, und folglich ist § ein zum selben gehoriges Prim-
ideal. Ist § nicht prim, so existieren zwei Elemente » und 7, sodass
r b, ridh, rri < hist. Betrachten wir danach den Idealquotient §;=5:(ry),
so ist offenbar H; >§. Ist §, noch nicht prim, so konnen wir wieder zwei
Elemente 7, 75 finden sodass rers<<hy, 7.<Ch, 7ol ist. Daraus folgt
=01 (1) > By, He=bh:(rrz) >h:(r) und dabei ist rr,h. Sonst wiirde
93 H,. Da nach der Voraussetzung 2 dieses Verfahren aber nach endlich
haiifiger Wiederholung abbrechen muss, erhalten wir endlich ein Primideal
p=b:(ros....7r,). Dabei ist 7#s....7, durch b unteilbar und folglich ist
P nach der obigen Definition ein zu § gehoriges Primideal.

Sind by, P, . ... alle zu §) gehorigen Primideale, so wird

p1=b(,rz) Tv,d:b (i=1)273’----)

und daraus folgt, dass p;, Ps, . ... durch einander nicht teilbar sind, da kein
nilpotentes Element in bezug auf § existiert. Aus p,=0H:(rp) folgt danach
ro<Ch:p.  Anderseits ist aber 7, < h:p, und daher erhalten wir eine Folge
hbThip ThippoC----. Nach der Voraussetzung 2 muss aber diese Folge.
im Endlichen abbrechen und damit besitzt § nur endlich viele verschiedene
zum selben gehoérige Primideale py, by ...., 0. Da jedes p; ein Teiler von
b ist, erhalten wir HhSPh AP~ AP, Wire HTp AP - Dy, SO
wiirde ) =1 : (») fur ein durch b unteilberes Element r aus pype- - - -,
Wenn b nicht prim wéire, so hitten wir ganz genau wie beim vorigen
Falle ein zu § gehoriges Primideal p'=h:(rr"....7r*) und dabei wire
LY, P AP D Da Py Pa ..., P alle zu
b gehorigen Primideale sind, sollte ' mit einem, etwa p;, aus p;,...., Pn
identisch sein. Aus 7+ ....r®<p, folgte damit (' ....r*)2<h; was
der Eigenschaft von § widerspricht. Also muss )

(1) hb=ppy----Mp, und folglich pp,....p, D

sein. Ist Py ein beliebiger Primidealteiler von a, so muss H< b, sein, da
Jedes Element aus b in bezug auf a nilpotent sind. Aus (1) folgt damit,
dass P, mindestens eines aus Py, Py, . ..., P, enthdlt. Damit kann kein Prim-
ideal zwischen a und p; (1=1,2,....,n) eingeschaltet werden.

(1) Unter einem minimalen Primidealteiler eines Ideals a verstehen wir einen Prim-
idealteiler, zwischen den und a kein Primideal eingeschaltet werden kann.
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Nun kénnen wir zwei verschiedene Falle unterscheiden, je nachdem ein
Nullteiler in bezug auf a ausserhalb von p; existiert oder nicht. Im ersten
Falle kénnen wir zwei Elemente py, ; finden, so dass

pr<a,  pi<p;, - mda, P,

ist. Daher folgt p;=21,=a:(r)>a. Gibt es noch einen Nullteiler 7; in be-
zug auf 1; ausserhalb von p;, so wird wieder 1, Cry=1,:(r5) < ;. Existiert
noch ein Nullteiler in bezug auf t, ausserhalb von p;, so geht das Verfahren
weiter, bis wir schliesslich ausserhalb von p; keinen Nullteiler in bezug auf
p=a:(rr....7,) &Pp; erhalten. Ist 1, nicht prim, so ist t, Ct,.=
a:(rrg....rmp) <p; fir eine Element p, aus P Wiére rp;, v L tmyy,
77’ Ly flr zwei Elemente » und 7/, so wiirde 770 < Ty 701 K Ty P53
was aber nach der soeben gewonnenen Eigenschaft von 1, unméglich ist.
Also gibt es keinen Nullteiler in bezug auf t,.; ausserhalb von p,. Auf
solcher Weise erhalten wir nach der Voraussetzung 2 schliesslich ein solches
Primideal p”, dass p"=a:(r?2...."wD1....0,) = P; ist. Es muss namlich
p” mit p; identisch sein, da kein Primideal zwischen a und p; eingeschaltet
werden kann. Nach unserer Definition ist p; damit ein zu a gehoriges
Primideal.

Im zweiten Fall konnen wir auch ganz genau wie beim ersten Fall ein
zu a gehoriges Primideal p” finden, so dass p”’=a:(mps....p)=p; ist;
also ist Satz 1 in allen Teilen vollstindig bewiesen.

Aus diesem Beweise folgt

Zusatz. Es sei R ein Ring, der die Voraussetzungen 1 und 2 gestattet,
und v ein Primidealteiler eines beliebigen Ideals a. Dann enthilt p mind-
estens ein zu a gehériges Primideal. v
Unter den Voraussetzungen 1 und 2 bekommen wir statt des Basis-
satzes )

Satz 2. Wenn in R die Voraussetzungen 1 und 2 erfillt werden, und
wenn p etn Primidealteiler eines Ideals a ist, so kimnen wir endlich viele
Elemente py, 0oy ....,0s derart angeben, dass fiir eine hinreichend grosse
ganze Zahl n

‘png(pb D2y eeesyDsy a)g‘p
gilt.

Nach dem Beweise von Satz 1 erhalten wir h=p~p----Np, fir
das Halbprimideal § von a. Ferner gehoren alle p;, ps....,Pn zu a. Da-
nach muss der Idealquotient t;=a:ps.... P, ein echter Teiler von a sein,
wenn a==R ist. Ist r; prim, so enthilt t; nach Zusatz von Satz 1 eines,
etwa p;, aus Py, P, ...., P, und daher folgt pip.....p,Sa Im anderen
Fall ergibt sich ganz genau wie beim Beweise von Satz 1 pi=1;:(r9), iy
fiir ein Primideal p{. Setzen wir t,=1,:p;, so ist 1, ein echter Teiler von
1. Wenn 1, noch nicht prim ist, so wiederholen wir dasselbe Verfahren
und erhalten eine Folge a:p;....p,Za:p;....pp1<<----. Nach Voraus-
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setzung 2 erhalten wir endlich ein Primideal p.=a:ppz....PnPl. ... Pt
Daher folgt nach Zusatz von Satz 1 pPp%. ... p.» Za fiir hinreichend grosse
ganze Zahlen ay, a5 ....,a, Da jedes zu a gehorige Primideal p; ein Teiler
von } ist, erhalten wir danach fiir eine ganze Zahl ky=a;+ax+----+a,

0y ' <a.
Nach Zusatz von Satz 1 kénnen wir annehmen, dass
(2 =2

ist. Nehmen wir nun ein solches Element p; heraus, dass py<<p, puib:
(t=2,8,....,n) ist,Y so muss p; = (py, h) und nach Satz 1 p, ein zu (py, H)
gehoriges minimales Primideal sein. Besitzt (pu, §) ein anderes minimales
zum selben gehériges Primideal pj, so muss p; ein echter Teiler eines, etwa
Pa, AUS Do, P3,...., P, sein, da pudip; (1=2,3,....,n) ist. Es sei pp, ein
Element aus p;, welches durch jedes minimale zu (py, ) gehoérige Primideal
ausser p; unteilbar ist. Dann gehért p; auch zu (py, P12, §), und ein anderes
minimales zu (py, P, §) gehoriges Primideal ist ‘ein echter Teiler eines zu
(pu, ) gehorigen minimalen Primideals. Da nach der Voraussetzung 1 jede
Teilerkette von Primidealen im Endlichen abbrechen muss, so muss das
Verfahren nach einer endlichen Anzahl von Schritten ein Ende nehmen, so
dass p; das einzige minimale zugehorige Primideal von (pu, Dz, .. .., Diny §)
ist. Es ist somit genau wie oben bei (1)

3) PP < (Pu, Pry e - - - 5 Dingy ) ;M .

Es sei wieder py irgendein Element aus p, das durch p, unteilbar ist.
Dann ist ein zu (py, ;) gehoriges minimales Primideal px durch p teilbar
und wir erhalten auch

@ PP Sh.
Nach dem oben angeschlossenen Resultat ergibt sich

(5) f){cz —S—, (pZI: ‘pl) ’ ‘péi ; (p22' pﬁ’ LR pZ’ﬂm bl) g p21 ’

wenn 0; das zu (psx, p) gehorige Halbprimideal ist. Da die Kette p, <
Pn - --- P aber im Endlichen abbrechen muss, erhalten wir nach end-
licher Fortsetzung dieses Verfahrens endlich

(1) Dayp,yp,...., pn durch einander unteilbar sind, so konnen wir die Elemente p;,
Ps ..., Prn finden, so dass
PP, BEP, BeSPs, D2They a2 TPn
Ps<P1, Ds<P, PsEPs, D3 Piseenns D3 Pm
PP, PPy, Pn<Psy P Vsseeve, PuE 0.

Setzen wir dann py=p;+p;+- -+ +Pn, s0 besitzt p; die erwihnte Eigenschaft.
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(6) I)ﬁl < (pu, Pt~n) ; Plt s (pt2y Degyeevns ptntI)t—l) b,

wobei b, das Halbprimideal von (pg, p;-n) bedeutet. Setzen wir nun
n=ky xkyx oo Xk Xl xlgx -+ x1,, so folgt aus (1), (3), (5) und (6)

‘pn g‘. (p-ll" plZ"' D] plnp p219 es ey panv see ey pth ptZ’ c e ptnt’ a) Sp

Wir haben damit Satz 2 gewonnen.

Der Begriff des U-Satzes der zu einem Ideal gehorigen Primideale fihrt
uns zu folgendem Satz, der zum Beweis von Satz 4 benutzt wird : »

-Satz 8. Unter den Voraussetzungen 1 und 2 muss jede Folge der zu
einem Ideal a gehérigen Primideale

e e R - e U

im Endlichen abbrechen. .
Da alle Primideale py, s, ....,p;.... zu a gehoren, erhalten wir nach
unserer Definition

- p=a:(r), mda  (G=1,2...).

Betrachten wir nun die Folge der Idealquotlenten a:py, aihbe, a:piebs, ... .,
S0 muss

() QPSP Ca:PPs S P PSP P S

sein. Denn aus v;=a:p;....p;=a:P;.... P folgt nach (1) r;.; <r; und
daraus ergibt sich (7;:) pi....p;<a. Danach (1) aber p;.1=a: (n-n) ist, er- -
halten wir einen Widerspruch p;....P; S Pier, da Py TP oo+ - Ty st
Nach .der Voraussetzung 2 muss die Kette {2) im Endlichen abbrechen, also
muss die im Satz bezeichnete Kette auch im Endlichen abbrechen.

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir

Satz 4. Wenn in R die Voraussetzungen 1 und 2 vorausgesetzt werden,
so besitzt jedes von R verschiedene Ideal a nur endlich viele, thm zugehorige
Primideale. 7

Nach Satz 1 besitzt a mindestens ein zu ihm gehoriges Primideal. Es
seien damit P, Po, .. .., Ps,.... alle zu a gehorigen Primideale. Dann ge-
hort ein solches Element 7; zu P;, dass

1) pi=a:(r), r.da (=1,2,....,m,....)

ist. Daher folgt zunichst:

Wenn eine Teilmenge p;;, Piy.... vOn Py, Ps.vvn, Pn,.... eine Teiler-
kette p; <P, <T---- bildet, so soll nach Voraussetztung 1 diese Kette im
Endlichen abbrechen.

Zweitens folgt aus Satz 3:

Betrachten wir eine Vielfachenkette p; >p;,,>---->a aus p;, ps,. ...
Prs«o.., 50 soll diese Kette auch im Endlichen abbrechen.
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Nach Satz 1 gibt es nur endlich viele minimale Primidealteiler p,

Pizy + - e, P, von a, und sie sind alle zu a gehoérigen fninimalen Primideale.

" Es seien nun nach der oben ausgesprochener Tatsache Do, Do, . . .« Pongr o« o+

die zu a gehorigen Primideale, und diese sollen wenigstens eines aus py,

. P, umfassen und zwischen sich und py, P, ...., P, Kein zu a ge-

hériges Primideal enthalten. Dann sind 9y, P, . . . ., Pony, - - . . durch einander
unteilbar und daraus ergibt sich die Kette der Idealquotienten

QP S P P

Nach Voraussetzung 2 soll diese Kette auch im Endlichen -abbréchen, es
existieren ndmlich nur endlich viele zu a gehérige Primideale pa, . ..., o,
welche wenigstens eines aus Py, P, .. .., P, Uumfassen und kein zu a ge-
horiges Primideal zwischen sich und py, P, ... ., Pis, enthalten. Es seien
wieder Pa;, Pagy . v oo s Pang die zu a gehorigen Primideale, welche wenigstens
eines aus o, P22, . ..., Pon, umfassen und kein zu a gehoriges Primideal
zwischen sich und b, Pa, . ... Poy, enthalten. Dann koénnen wir ganz genau
wie beim obigen Falle die Endlichkeit der Anzahl n; beweisen. Nach der
oben ausgesprochenen Tatsache soll dieses Verfahren im Endlichen schliessen,
"womit unser Satz bewiesen ist.

Nachweis des Hauptsatzes.

Es gilt nun folgender Satz, aus dem sich der Bewels unseres Haupt-
satzes mithelos ergeben wird :

Satz 5. Es sei R ein Ring, in dem die Voraussetzungen 1 und 2 er-
fullt sind. Ist p ein zum Ideal a gehoriges Primideal und ist m eine hin-
reichend grosse ganze Zahl, so erfillt p™ die Bedingung, dass es in ™ kein
Element p gibt, fiir welches p=a:(p), pa st

~ Aus Satz 2 folgt

1 PSPy D2 e er P ED.
Setzen wir b=(py, psy...., s ), so wird p"gbg,p, Anderseits erhalten
wir nach Voraussetzung 2

@ a:p)<Ca:@)<----<a:EP) Sa:EP)=a:(ppt)=--
fiir eine grosse ganze Zahl k;. Setzen wir q;= (a ('pll)éﬁ) und betrachten
wir wieder die Kette der Idealquotienten a; < a;:(p) < a: (P -- -+, so
haben wir auch

(3) ar: () <oy (pF)=ap: (pft ) =- - - -

fir eine passend gewihlte ganze Zahl k.. Es sei wieder a,= (al, (pé‘z)ER)
(a ()R, (pk 2)5}{) und daraus bilden wir die Kette der Idealquotienten
0 <z (pg) T ap: (P) - ---. Auf solche Weise erhalten wir endlich '
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@ a0 ) e )=t )=, = (a0, (DIR)
fir eine hinreichend grosse ganze Zahl k., und ferner gilt

6) aSaSaS--Sa, 6= (0GR EOR ... @IR).

Nun bezeichnen wir mit & die grosste aus den Zahlen ky, ks, . ..., %k, und
setzen l=Fk(s+1). Wenn fiir ein Element p aus b

(6) - - Cp=a:(p), pda
ist, so erhalten wir nach (1)
(7 p=rpf+rpf+--+rpk(a), pda,

wobei 71,73, ...., 7, die Elemente aus R bedeuten. Durch Multiplikation
mit p, erhalten wir aus (6) und (b)

rpEttCa,y, oder r,Tasi:(E),  k=ks.

Nach (4) gilt damit frspfs<as_1. Danach kénnen wir die Formel (7) in die
folgende Form umschreiben :

p=ript+- - +reapia (a),

wobei 7i,....,7:_; auch die Elemente aus R bedeuten. Indem wir dieses
Verfahren fortsetzen, erhalten wir schliesslich

vt (a).

Nach (6) folgt wieder daraus »{* Ppf*'<a und wir erhalten nach (2) einen
Widerspruch p <a. , .

Wir gelangen von hieraus zum Resultate, dass b’ kein Element enthilt,
fiir welches p=a:(p), pa gilt. Setzen wir damit m=In, so folgt aus (1),
dass p™ kein Element p enthilt, fiir welches p=a:(p), pa gilt.

Nun sind wir in der Lage, das Ziel dieser Arbeit zu beweisen :

Hauptsatz. Es sei R ein kommutativer Ring, der die Voraussetzungen
1 und 2 erfillt’® Dann gilt in R der Durchschnittssatz. KEs lisst sich
ndmlich jedes Ideal aus R als Durchschnitt endlich vieler starker Primdr-
1deale darstellen. .

Es sei a irgendein Ideal aus R. Dann gibt es nach Satz 4 nur end-
lich viele zu a gehérige Primideale py, Po,....,», und nach Satz 5 enthilt

das Ideal (p;? a) kein Element p; derart, dass p;=a:(p;), p;<a ist, wenn
m; eine hinreichend grosse ganze Zahl ist. Bezeichnen wir mit q; die

pE,ris—-l)

(1) Der kommutative Ring mit 0-Satz ist nur ein spezieller Fall vom Ring, der Vor-
aussetzungen 1 und 2 erfiillt. Z.B. Es sei & der Integritétsbereich aller ganzen rationalen
Zahlen und R=J[x,, a;, . ...] der Polynomring der unendlich vielen Unbestimmten x;, %,, . ....
Es sei ferner a=(6, 2% 2} ...., T, T1&s ..., L5 ....) ein Ideal aus R und R=R/a der

Restklassenring. Dann werden in ® die Voraussetzungen 1 und 2 beide erfiillt. Aber der
0-Satz gilt nicht. '
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Gesamtheit aller Elemente aus p;, deren Produkt mit irgend einem durch
p; unteilbaren Element zu (b.% a) gehort, so ist q; ein zu p; gehdriges
starkes Primérideal und ein Teiler von (p;* a). Ferner gibt es in q; kein

Element ¢; von der art, dass p;=a:q; ¢;<dla ist. Denn, wéire p;=a:(g),
¢: <q;, ¢;Fa, so wirde nach der Struktur von g,

rg;<(p;ta), p=a:(rg), rgika,
fur ein durch p; unteilbares Element r, was der soeben ausgesprochenen
Eigenschaft von (p;? a) widerspricht.
Es sei jetzt d=q;Nq----Mqr, wobel qi,....,q; alle soeben ge-
wonnenen Primirideale bedeuten, die zu allen zu a gehorigen Primidealen by,
P2, . ..., Pr gehoren. Dann ist offenbar

(1) » alh.
Ware a<Zb, so hidtten wir ein durch a unteilbares Element d von d. Da
in diesem Falle d nilpotent in bezug auf a wére, so sollte r=a:(d)>a
sein. Wenn wir nach Voraussetzung 2 die Methode beim Beweise von Satz
1 wiederholen, so ergdbe sich

p=a:(g), ¢g<d, gqda

- fiir ein Element g=dd;....d;, wo p ein zu a gehdriges Primideal wire.
Also sollte p identisch mit einem, etwa p;, aus 9y, ....,p; sein und ferner
wire ¢<q;. Das widerspricht der Eigenschaft von gq;. Daraus folgt
nach (1)

(2) e TaY: 'Ya ERERT Y AN

wobei @; ein starkes Primédrideal bedeutet, das zu einem zu a gehdrigen
Primideal p; gehort. Also ist unser Hauptsatz bewiesen.

‘ Zum Schluss wollen wir noch eine Bemerkung hinzufiigen.

Ist ;200 NqGaN GO - N q in (2), so wird

A=qON OGO MY VG
Es seien py,....,p; alle durch p; teilbaren Primideale aus py,...., Py
Pitty o oo-sPr und Pris,....,pr alle durch p; unteilbaren Primideale aus
Poveees Vi, Pivty oo os P Dann ist fir das Element 7;, welches die Be-
ziehung p;=a:(ry), r; La erfillt,

3) r: <G5 (7=12,....,0).

Da wir ein durch p; unteilbares Element » aus g2 - -+ - M, ausnehmen
konnen, erhalten wir nach (3) '

Py GO O N e O VG

Aber wir erhalten rr;dCa, denn p;=a:(r), rdp; ist. Daher ergibt sich
ein Widerspruch a < qu-++ O qie1 D Gepr O - -Gy Also ist die Darstel-
lung (2) unverkiirzbar.
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