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Uber das Produkt von Primiridealen im Unendlichen

Algebraischen Zahlkorper
. Von‘
Noboru NAKANO

(Eingegangen am 30, Juni 1954)

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkérper kénnen wir die zu einem
Primideal p” gehérigen Primirideale auf idealtheoretischem Grund in folgende vier

Arten einteilen : ?

(i) Primirideal erster Art heisst q, wenn qp = qund q &= q: P sind,
(ii) Primirideal zweiter Art heisst q, wenn qp = qund q = q: P sind,
(iii) Primirideal dritter Art heisst g, wenn qp = qund q %= q:p sind,
(iv) Primirideal vierter Art heisst q, wenn qp = qund q = q:p sind.

Der erste Fall entsteht dann und nur dann, wenn p == p® ist, und die anderen
Fille konnen geschehen, wenn p=p® ist.

Vor kurzem habe ich gezeigt, dass die Beziehungen zwischen zwei zu demselben
idempotenten Primideal p gehorigen Primirideale durch die folgenden Multiplika-

tionsregeln dargestellt werden :

(1) 2te Art x 2te Art = 2te Art, (4) 4te Art X 2te Art = 4te An,

(2) 3te At x 2te Art = 3te Arn, (5) 4te At x 3te Art = 4te An,

(3) 3te Art x 3te Art = 3te A, (6) 4te At X 4te Art = 3te oder 4te Art.

Damals habe ich (1), (2) und (3) bewiesen, aber nicht (4), (5) und (6) beweisen
kénnen. In dieser Note mdachte ich (4), (5) und (6) beweisen, und noch einfache

neue Beweise zu (1), (2) und (3) hinzufiigen.
§ 1. Vorbéreitende Untersuchungen

Im folgenden bedeutet { einen unendlichen algebraischen Zahlkorper, welcher

1) Im folgenden verstehen wir unter Primideal p stets ein von Einheits- und Null-ideal verschie-
denes Primideal.

2) N.Nakano ; ,,Uber die Einteilung von Primiridealen im unendlichen algebraishen Zahlkirper, ¢
Jour. of Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 3, 1954, zitiert mit ,,Nakano‘‘.
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als der Vereinigungskorper von abzihlbar unendlich vielen algebraischen Zahlkérpern
CRCR R T C®, -+ definiert wird, wobei jedes ®, von endlichem Grade
iber dem Rafionalkﬁrper R, ist. Wir bezeichnen & mit = {------ , Ry, Kyapyreeees
Ky,oeeee }. Ist ©, O, resp. die Hauptordnung aus &, R, und ist P, q resp. ein
Primideal in 9, ein zu p gehoriges Primirideal, so bezeichnen wir pND,=p, und
gNO,=p,*. Dann kénnen wir leicht die folgenden Hilfssitze 1,2, 3, und 4 bewe-~
isen.

Hilfssatz 1.® Ist q ein zu p gehériges Primirideal und setzen wir

h
Dva+1=Dv:’il Qys1, (pw-l, av+1)=Dv+1, pf\Dw-l:pwl,

so ist (ev_'l)hv+1hv+2"'h)\<e)\gevhv+lhv+2'“h/\ fil:l' alle \ ()\'>V gN)-

Hilfssatz 2.9 Ist q ein zu p gehoriges Primiirideal, so ist der Idealquotient q:p dann
und nur dann ein echter Teiler von q, wenn fiir hinreichend grosses N immer

v

(ev‘“l)hwlhwz """ h=e—1, A>v=N
ist. Mit anderen Worten ist q:9 dann und nur dann gleich o, wenn wir fiir hinreichend
grosses N mindestens ein '\ so wdihlen kénnen, dass (e,—1)hysrfiyszs- -+ h<ex—1 (\>v
= N) ist.

Hilfssatz 3.% [Ist q ein zu p gehiriges Primérideal, so ist q dann und nur dann ein

echter Teiler von Gp, wenn fiir hinreichend grosses N immer
ex=eyhys1llysz - hry A>v =N

ist. Mit anderen Worten ist qp dann und nur dann gleich q, wenn wir fiir hinreichend
grosses N mindestens ein N (W\>v = N) so wdhlen konnen, dass ex<eyhyiihysg - N

ist.

Hilfssatz 4. Sind o und o zwei zu demselben Y gehirige Primirideale und
aNO,=p,e , q”/\Dy=pv€§ , v=>N, so ist die Vereinigungsmenge { ------ , pve4+e'¢,

., B V2
elr1teysl | ex+ex
v+1 LS p)\ ]

...... } gleich aq”.

3) ,.Nakano*¢, Hilfssatz 1, s. 323.
4) ,,Nakano‘“, Satz 1, s. 323 und Satz 2, s. 324.
5) ,,Nakano‘“, Satz 3, s. 324. und Satz 4, s. 325.
6) ,,Nakano‘‘, Hilfssatz 5, s. 331.
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Jetzt wollen wir fiir spiteren Gebrauch noch zwei Hilfssitze hinzufiigen.
Hilfssatz 5. Sind o und " zwei zu demselben Y gehidrige Primdrideale und bezeichen
wir @ N O, =, , q”/\Dy=nve: s 09" ND,=0,%, s0 ist ef+e; X eshyarhyrz -y fiir
hinreichend grosses A (A>v = N).
Aus Hilfssatz 4 ergibt sich g/q”={----- , Dyevrer, DSin+e;+1 s e, PaOATEX, T
Es sei nun « ein genau durch p,”*(=q’q”’ N\D,) teilbares Element, so ist a€ q’'q”’. Daher
ist
aEDhein\ fiir hinreichend grosses X (A>v = N). v (L)
Da wir aber folgendes festlegen konnen :
a=p,°vc,, (P, ¢,)=0,, folglich a=p,ehvarhvez-bac, (p, )=,
so ist « genau durch prevhverhves--ha teilbar. Danach ist infolge von (1)
proitex D pyebvahvieha, doh el +el Sevhyarhyra---ha.
Hilfssatz 6. Sind q' und q" zwel zu demselben p gehorige Primirideale und setzen
wir ¢ NDy=p,e, 0"ND,=p,e und 0’6" N\D,=p,%, so ist
e,=e,+e, oder e,=e;+e—1 fiir alle v (v = N).
Aus Hilfssatz 1 ergibt sich
(e3—=1) hysrhyuz----- hy < ei—1,
(e —=1) hysrhysgre--- hh Sei—1,

also ist (es+¢,—2) hyyr Aysgee-e- hy Z ejtef—2<e; €. 2y
Da aber nach Hilfssatz 5
e+ el < eyhypifypnree e h,\ fiir hinreichend grosses A A\ >v = N) (3)

ist; folgt aus (2) und (3)
(e;+€,—2) hysrhyrg -+ hyn<eyhyiihyso by, d.h. e +e—2<e,.
Ferner ist klar, dass e, < e, +e, ist. Hiermit erhalten wir
estes—2<e, Zei+e), d. h. e,—=e;+e, oder e,—e; +e;,—1.

Mit Hilfe dieser Hilfssditze gewinnen wir nun zwei einfache aber wichtige Sitze
1 und 2.

Satz 1. Sind o' und o zwei zu demselben p gehirige Primirideale und ist q' von
zweiter Art, aber ist " von zweiter, dritter, oder vierter Art und setzen wir ND,=pe,
q”f\Dy:——!,’),,ez und q'q" NO,=p,%, so gilt e,=e,+e, fiir alle v (v = N).

Aus Hilfssatz 5 ergibt sich '

e tex < ehyaifiyinee hy fiir hinreichend grosses A (A\>v = N). (4)

Da ¢’ von zweiter Art ist, erhalten wir gp == q, folglich nach Hilfssatz 3
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eshypiPysnr e hy=¢e; fiir alle » A >v = N). (5)
Ausserdem ist nach Hilfssatz 1
(=) hyrysgree ool < =1 fiir alle X (A>v > N). (6)
Infolge von (5) und (6) wird
(e +e;=1) hysrfiysg - hh S extei—1<ej+€ (7)

Aus (4) und (7) folgt e;+e,—1<e,. Daraus folgt e,=e, +e¢; fiir alle v (v =N),
wegen e, < ¢& +el.

Satz 2. Sind o' und G zwei zu demselben p gehirige Primdrideale und ist §' von
dritter Art, aber ist "' von dritter oder vierter Art und setzen wir

¥NOy=p,, "ND, =0 und a'q” ND,=p,
so gilt e,=e;+e,—1 fiir alle v (v = N).

Nehmen wir jetzt an, dass e, gleich e} +ey fiir mindestens einen Index p (=

v = N) ist. Dann gilt

Dann folgt aus ey, < e} +¢f
(en4 €.~ 1) hynrhpsn- -y < €4 +ef — 1. ®)

Andererseits ist q’ von dritter Art, folglich q’: p &= /. Dies ergibt nach Hilfs-

satz 2
(ei,/-‘v— DY/ WIS hy=e;—1. - (9

Aus (8) und (9) folgt eihurihure--hn < €i. Da aber klar ist, dass eiusifuse
by = €} ist, erhalten wir € il - hn = € fir alle X (A\>p), also ist nach
Hilfssatz 3 g”p &= q”/. Weil q” von dritter oder vierter Art ist, muss q”/p=q” sein.
Mit diesem Widerspruch ist der Beweis unseres Satzes abgeschlossen.

Aus Sitze 1 und 2 ergibt sich sofort der folgende

Satz 3. Ist ein Primirideal von zweiter Art, und setzen wir qN\D,=p,%, so ist
g NO,=p,ev fiir alle n. Ddgegen, ist  von dritter Art, so ist qrND,=p,ney-@-1)
‘ j'”iir alle n. .

Zum Schlusse erhebt sich die Frage : Wenn q’ und 'q” zwei zu demselben p ge-

hérige Primirideale von vierter Art sind, auf welche Weise ¢/, ¢’ und e miteinander
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verbunden sind. Betreffs dieser Frage konnen wir einen Satz beweisen.

Satz 4. Sind ' und " zwei zu demselben p gehorige Primdrideale von vierser Art
und ist das Produkt q'q"" von dritter Art,” so ist e,+e,=e, fiir alle v (v= N), wobel
aND, =0, ¢"ND, =1, wnd q'q"ND,=p,* sind.

Nach Voraussetzung erhalten wir q’:p=q’ und q” :p=q”, also sind fiir hin-
reichend grosses N (\>v = N) -

(& =D hysihyrzha<ei—1,
(e =1 hys1hysg -+ hy<ex—1.
Daraus ergibt sich V
(€46 =D hyuibyaee b <eiHE =2 (10)
Ferner erhalten wir ¢’q” : p &= q’q”, weil q’q” von dritter Art ist. Folglich ist
(s Dbz =es — 1 an
Aber nach Hilfssatz 6 ist e{+ex—2 <e\—1, dann gilt
(654, —2) hysrhyso-In<ej+ei—2 < ex—1=(e, —1) hysrlysz --ha
d.h. e, +e,—2<e,—1.

Danach muss nach Hilfssatz 6 e +e,=e, fiir alle v (v = N) sein.

§ 2. Nachweise der Hauptsiitze

Gegriindet auf dem Gedankengang in § 1 wollen wir nacheinander die Mutipli-
kationsregeln iiber das Produkt von zwei zu demselben idempotenten Primideal p
gehorigen Primiridealen beweisen.

Satz 5.2 Sind q und q" zwei zu demselben P gehirige Primdrideale von zweiter Art,
so ist g'q" wvon zweiter Art. !

Setzen wir '\ D,=p,¢, q’'NO,=p,& und a'q” NO, =p,%, dann folgt aus
apa, b & q” und Hilfssatz 3

eshys1fyrg e ee ha=¢e; fiir alle A AW >v=N), ] (12)
ehysihysg ha=¢e; fir alle A A\ >v = N). 13)

Also wird (e} +ei)hyi1hyso -ha=e;+€;. Da aber nach Satz 1 e;+e,=e, und
el +ei=ey sind, ist e,hys1fy42 - ha=e, fiir alle A (\>v = N).

7) Uber die Tatsache, dass dieser Fall in der Tat eintreten kann, siehe Satz 10 dieser Note, oder
Fussnote von ,,Nakano‘‘ s. 322.
8) Vgl. ,,Nakano‘‘, Satz 11, s. 332.
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Daher muss nach Hilfssatz 3 a’q” == q’q”’p sein. Andererseits folgt aus q”:p=q"

sofort

(e, —Dhys1hyso--hy<ei—1 fiir mindestens ein x (A\>v = N). (14)
Aus (12) und (14) egibt sich
N (e, + €. —Dhysilyrg--hr<ei+ei—1,
und daraus kénnen wir ebenso wie oben schliessen :

(ev - 1)hv+1hv+2"'h)\<e)\ -1,

folghch q'q” :p=q q” Also muss G’q”’ von zweiter Art sein.
Satz 6.9 Ist o', o resp. ein zu demselbem P gehiriges Primirideal zweiter Art und
dritter Art, so ist q’q"" von dritter Art.
Gleicher weise wie beim Beweise von Satz 5 nach den Hilfssitzen 2, 3 und
aus q”’=q"p folgt e;’<ef:h,,;1hv+2-~h,\ fiir mindestens ein A ()»>'v = N), (15)
aus ' = q'p folgt ei=eihyrihtyrz---hy fiir alle X AW >v = N), (16)
und aus q”:p 3 q” folgt ex—1=(e) —1)hysrhtysa---hy fiir alle A A >v = N). a7

(15) und (16) haben zur Folge, dass ef+ex<<(es+e€))hys1hysz--+hs ist. Also ist nach
Satz 1 :

ex<<eyhyiihysro -+hy fiir mindestens ein A (A >v > N), d. h. q’q"’=0a’a”'p.
Andererseits wird nach (16) und (17) -
eitei—1=(es+e;—1)hysihyia--ha
d.h. ex—1=(ey, —1)hys1hysa---hy fiir alle A (A >v > N).
Darauf erhalten wir q’'q” :p & q’q”. Also muss q’q”" von dritter Art sein.

Satz 7. Sind ' und §" zwei zu demselben P gehiorige Primirideale von dritter Art,
so ist g'q’”" von dritter Art.

Zuerst erhalten wir nach Hilfssatz 2
aus ' :p Fq’, (€ —1Dhysihyia--hy=e;—1 fiir alle x W >v = N),
und aus 97 : P == 7, (6 — Dhyathysz-ha=e,—1 fiir alle A A\>v > N).

Daraus folgt (e +el —2)hysi1fiysz---ha=¢€i+ei—2. Da aber nach Satz 2 e} +e}—

9) Vgl. ,,Nakano‘‘, Satz 17, s. 335.
10) Vgl. ,,Nakano‘‘, Satz 18, s. 336.
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1=e, und e;+e;—1=e, sind, erhalten wir (e, —1)Ay41ftysa---hx=e\—1 fiir alle A
(A>v = N), woraus ¢’q” :p == q’'q” sofort folgt. Ferner ist klar dass o'q’p=¢q’
(”"p)=q’q” ist. Damit muss q’q” von dritter Art sein.

Satz 8. Ist o', q" resp. ein zu demselbem Y gehiriges Primdrideal von vierter Art, und
zweiter Art, so ist q'q" wvon vierter Art.

Aus q'=q’:p folgt ex—1>(e; — 1)hys1ftys2---hy fiir mindestens ein A (A >v=N),
und aus == q”’p folgt e, =elhysilyea -y fiir alle X (\>v = N). Also erhalten wir

eltei—1>(el + el —Dhysiltyae I,

folglich ist nach Satz 1 ex—1>>(e, —1)hy4s1ftyaa---hy fiir mindestens ein A (A >v = N),
und daraus ergibt sich q’q” : p=q’q”’. Weiter ist q’q”p = q”(q’p) = q”’¢’, somit muss
.q’q"" von vierter Art sein.

Satz 9. Ist ', q” resp. ein zu demselbem gehb'rigés Primdirideal von vierter Art,
und dritter Art, so ist §'q" von vierter Art.

Aus q’:p=q’ folgt (e{ —1)hysihysa---hy <ex—1 fiir mindestens ein A (A\>v=N),
und aus g :p == q” folgt (¢ — Dhyirhysa--ha=e{—1 fiir alle A\ (\>v = N). Danach
ist (es+e) —2)hysihyez-ha<ei+ex—2. Folglich nach Satz 2 erhalten wir (e,—1)
Hhysihyso---hy<eyx—1 fiir mindestens ein A A\ >v = N), d. h. q’q” : p=0q'q”.
Andererseits ist klar, dass q'q”’p=q(q”’p)=q’q”" ist. Also muss q’q”’ von vierter Art
sein. _

Satz 10. Sind o' und §” zwei zu demselben p gehorige Primdrideale von vierter Art,
50 ist 0'q"" won dritter oder vierter Art.

Wegen q’'q”’p=0q'(q’p)=0’q"”" kann es keinesweg geschehen, dass q’q” von zweiter
Art ist. Also muss q’q”” von dritter oder vierter Art sein. Jetzt werden wir durch
Beispiele zeigen, dass diese beide Fille wirklich vorkommen kénnen.

Zunichst sei q ein Primirideal von vierter Art, welcher Wert!” eine rationale
Zahl ist ', so gibt es eine minimale natiirliche Zahl n (n = 2) derart, dass g7 : p=kqn
ist."® Weiter ist klar, dass g?p=qn ist. Folglich ist q» vom dritter Art. Setzen wir
dabei g5 =q’ und q* =q”, wo 1 < s,t <n—1 und s+i=n sind, so ist das Produkt
a’q” von dritter Art, doch q’ bzw. g von vierter Art.

Zweitens sind q’ und g’ von vierter Art und ist der Wert von ¢’ bzw. q” eine

11) Vgl. “Nakano”, s. 325, Die Definition des Wertes von q in Bezug auf das Primideal p.

12) Vgl. “Nakano”, s. 340, Beispiel (i) von Primirideal von‘vierter Art.

13) “Nakano”, Satz 26, s. 342.

14) Vgl. “Nakano™, s. 341, Beispiel (ii) von Primérideal von vierter Art.

15) Vgl. “Nakano’’, s. 342, Hilfssatz 7. Der Wert des Produktes zweier zu p gehirigen Primirideale
&’y g’ ist gleich der Summe der Werte der Faktoren.

16) “Nakano’’, Satz 23, s. 338.
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rationale Zahl bzw. eine irrationale Zahl'¥, so ist der Wert'® von q’q” eine irra-

tionale Zahl. Daher ist ¢’q”” von vierter Art.'® N

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S. Mori spreche ich fiir seine vielfachen

Anregungen zu dieser Ardeit meinen besten Dank aus.
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